Aplicacions interactives per a la docència de teoria de sistemes lineals by Fàbregas i Cornellà, Josep
Aplicacions interactives per a la docència de teoria de sistemes lineals Pàg. 1 
 
Resum 
 
Les principals idees, conceptes i mètodes utilitzats per explicar la teoria de sistemes 
lineals de control són molt rics en quant al seu contingut visual. En aquest projecte s’han 
desenvolupat una sèrie d’aplicacions interactives que, en essència, són una col·lecció de 
representacions gràfiques amb elements actius, dinàmics i manipulables.  
Per cada un d’aquests mòduls interactius s’han redactat una sèrie de documents, anomenats 
fitxes, que han de servir a l’estudiant per complementar l’ús de les aplicacions i on es descriu 
una breu explicació teòrica relacionada amb el concepte tractat, quins elements apareixen 
per pantalla i quins d’aquests elements són manipulables per l’usuari. 
L’objectiu, és doncs, que cada una d’aquestes eines serveixin per fer més clar i entenedor un 
concepte en concret. La visualització simultània de diferents figures permet a l’estudiant 
analitzar les relacions d’aquest concepte amb d’altres aspectes de la teoria, difícils de 
percebre a través de llibres o de sessions magistrals a classe. 
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1. Introducció 
1.1. Origen del projecte 
El projecte que es presenta a continuació neix gràcies al suport d’una beca finançada 
mitjançant un ajut de noves iniciatives del departament d’Enginyeria de Sistemes, Automàtica 
i Informàtica Industrial (ESAII) de la Universitat Politècnica de Catalunya (UPC), concedida a 
en Ramón Costa Castelló (convocatòria 2004), instigador del treball realitzat i que finalment 
ha esdevingut director del projecte. 
1.2. Motivació del projecte 
En el nou marc de l’Espai Europeu d’Educació Superior (EEES), el treball individual de 
l’estudiant jugarà cada cop un rol més important dins els estudis. Dins aquest context, les 
eines d’autoformació interactives seran de gran importància. 
1.3. Objectius del projecte 
L’objectiu principal d’aquest projecte és el disseny i la implementació d’un conjunt 
d’aplicacions interactives perquè puguin ésser de gran utilitat per il·lustrar diferents aspectes 
de la teoria de sistemes lineals de control.  
Cadascuna d’aquestes eines estan pensades per un concepte en concret, amb la finalitat 
d’encoratjar als estudiants a tractar, d’una manera més visual i entenedora cada un 
d’aquests conceptes rellevants d’una manera diferent a com ho poden fer els llibres o les 
sessions teòriques presentades dins les aules. 
1.4. Abast del projecte 
D’aquesta manera, el que s’ha elaborat són un seguit d’aplicacions interactives que 
s’ajusten als temaris de les diferents assignatures de Dinàmica de Sistemes, Control amb 
Computador i Tecnologia de Control, totes elles impartides a l’Escola Tècnica Superior 
d’Enginyeria Industrial de Barcelona (ETSEIB) pel departament d’ESAII. 
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2. La interactivitat en el procés de l’aprenentatge 
 
Tradicionalment, el coneixement s’ha transmès oralment o mitjançant l’ús de texts i de 
fórmules estàtiques, resultant complicat estimular la motivació dels estudiants en el seu 
procés d’aprenentatge. Per aprendre qualsevol matèria, l’estudiant ha de mostrar-se actiu i  
part d’aquesta motivació recau en quin marc educatiu es trobi immers. 
Quan la seva participació és més directa, ja sigui amb la proposta de resolució d’exercicis, la 
participació de debats en grup, o bé a través de l’experimentació en laboratoris, l’estudiant 
pren un paper més important en el procés educatiu. Per això, i perquè almenys en el món 
universitari, l’aprenentatge es basa en la iniciativa per part dels estudiants, cal que el material 
docent s’adapti a aquests requeriments. 
La presentació de la informació s’ha anat millorant al llarg dels anys amb la utilització de les 
transparències amb paper primer i de les transparències digitals després. Aquests nous 
elements van aportar un important suport a l’educació tradicional, fent possible millorar la 
qualitat del material docent. Aquests avenços tenien en comú un objectiu, facilitar la 
representació gràfica que permetés l’explicació de conceptes de difícil comprensió.  
Aquest fenomen es troba actualment bastant desenvolupat en el món de la informàtica, on 
és possible trobar objectes o elements en tres dimensions amb una excel·lent qualitat visual. 
No obstant, quan les persones observen un objecte determinat, generalment no només 
pensen amb què representa sinó que tendeixen a pensar quina relació causa-efecte hi pot 
haver al interaccionar-hi. Aquesta característica és identificada com Interactivitat [1]. 
La inclusió de la interactivitat en el món educatiu obre un ampli ventall de possibilitats tant a 
nivell del professorat com a nivell de l’alumnat. El professorat pot fer ús d’aplicacions 
interactives, no només per mostrar el significat d’un concepte en concret d’una manera clara i 
entenedora, sinó per mostrar com pot estar relacionat amb altres conceptes. Així doncs, 
aquestes aplicacions interactives han de ser enteses com a eines que serveixen com a 
complement a l’ensenyança clàssica, i la interactivitat com a un camí que permet mostrar les 
principals idees d’una matèria determinada. 
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D’aquesta manera, els estudiants esdevenen persones més actives i implicades en la 
temàtica, ja que poden beneficiar-se d’estudiar conceptes teòrics abstractes que sovint 
poden ser entesos a través de la lectura d’un llibre, però que poden ser més costosos de 
visualitzar. 
Aquestes eines, a més, es consideren un important estímul per desenvolupar la intuïció de 
l’alumne. 
Els avenços en l’educació han vingut normalment acompanyats d’evolucions en 
diverses tecnologies. D’aquesta manera, i tot i que les noves comunicacions i tecnologies de 
la informació s’han topat en alguns casos amb certa reticència en el món docent, molts dels 
avenços docents venen recolzats pel fet que la societat actual es troba immersa en un entorn 
científic i tecnològic que ofereix oportunitats sense precedents, permetent l’accés al material 
docent des de qualsevol lloc i en qualsevol moment.  
D’altra banda, els computadors faciliten la implementació de les aplicacions interactives que 
abans podien requerir d’un esforç substancial, quedant el seu ús restringit. La capacitat 
actual dels computadors fa suportable la visualització i la manipulació que s’exigeix a aquest 
tipus d’eines docents per tal de què siguin interactives.  
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3. La teoria de sistemes de control: el rol de la 
interactivitat 
 
3.1. Introducció 
Els estudiants de la teoria de sistemes de control han d’estar disposats a [2]: 
• Aprendre els conceptes teòrics relacionats amb els models dels sistemes. 
• Entendre les relacions existents entre les diferents representacions en les que 
es presenten els sistemes. 
• Adquirir certes habilitats en l’anàlisi i el disseny dels sistemes de control. 
• Saber relacionar els conceptes adquirits en altres disciplines i aplicar-los a la 
teoria de control. 
 
3.2. La teoria de sistemes de control 
Existeix la necessitat de proporcionar a l’estudiant tant una base teòrica sòlida, com 
l’habilitat per utilitzar-la. Són molts els conceptes i les idees que s’han desenvolupat per 
descriure el comportament dels sistemes dinàmics al llarg dels anys. Els conceptes teòrics, 
típicament relacionats amb tècniques matemàtiques, poden ser explicats d’una manera clara 
i acurada durant les sessions de classe, però les relacions existents entre les variables d’un 
sistema no són tant simples de transmetre i això deriva en un esforç d’una particular 
dificultat. 
Un cop s’ha obtingut el model d’un sistema, és natural voler-ne investigar les seves 
propietats. Per aquells que s’inicien en l’estudi d’aquest camp, i sumat al fet que les 
propietats poden ser representades en diferents dominis per mostrar la mateixa realitat, fa 
que sovint els conceptes relacionats siguin difícils d’assimilar. 
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Si es considera, per exemple, un sistema lineal invariant en el temps, aquest pot ser 
representat mitjançant l’ús d’equacions diferencials, de la resposta temporal o bé de la 
resposta freqüencial. Les equacions poden ser donades en termes de l’espai d’estats 
(representació interna) o bé a través de funcions de transferència (representació externa). 
Les propietats del comportament en el règim transitori són analitzades en el domini temporal, 
mentre que l’anàlisi de l’estabilitat o el rebuig al soroll dels senyals, per posar-ne alguns 
exemples, són conceptes que s’expressen més fàcilment en el domini freqüencial. Així, les 
diferents representacions són útils per a diferents propòsits. 
L’anàlisi d’aquestes eines i les relacions que existeixen entre elles és una de les claus per 
poder dissenyar sistemes de control d’una manera acurada. 
 
3.3. Les aplicacions interactives com a suport a la docència 
Les idees, els conceptes i els mètodes utilitzats en la teoria de control, són molt rics 
en quant al seu contingut visual i poden ser representats geomètricament d’una forma 
intuïtiva. La visualització ha sigut un catalitzador en el descobriment de noves relacions entre 
elements matemàtics, essent un element natural en els orígens del control automàtic. 
Una de les principals tasques dels professors és transmetre estratègics i intuïtius aspectes 
de control que probablement són complicats d’assimilar pels seus estudiants. Un dels mitjans 
pedagògics per facilitar-ne la seva difusió són les eines interactives, que pretenen 
desmitificar abstractes conceptes matemàtics mitjançant la selecció d’exemples adequats pel 
seu aprenentatge. Aquests exemples poden tenir diferents graus de complexitat però tots 
comparteixen una filosofia comuna: l’ús de la interactivitat per millorar el procés de 
l’aprenentatge en el camp de l’automàtica [3]. 
Els estudiants poden manipular les representacions gràfiques dels sistemes i obtenir un 
feedback dels seus efectes. Durant la manipulació, les representacions s’actualitzen a 
l’instant, convertint aquest alt grau d’interactivitat en un estímul que ràpidament desperta 
l’interès de l’estudiant. 
Aquestes eines permeten visualitzar diferents representacions simultàniament, cosa que 
permet analitzar les relacions que hi puguin haver entre elles [4]. 
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Per últim, la situació tecnològica actual permet que la seva disponibilitat sigui total en 
qualsevol moment a través de la xarxa, facilitant-ne així el seu ús les 24 hores del dia. 
 
3.4. Alternatives en la implementació de les aplicacions 
interactives 
Són moltes les alternatives que s’han desenvolupat al llarg dels anys. La situació 
actual dels computadors, juntament amb els importants avenços en el desenvolupament del 
software, són una autèntica invitació a la creativitat a l’hora de dissenyar aplicacions 
interactives amb un esforç raonable. D’aquesta manera s’alleuja un dels principals problemes 
en el disseny d’aquest tipus de recursos: el temps emprat a l’hora de programar software 
instructiu utilitzant eines típiques com podrien ser Matlab/Simulink [5].  
En aquest sentit, el problema s’accentua si el que es pretén és la implantació de laboratoris 
virtuals o remots amb finalitat didàctiques. 
 
Ictools [Johansson et al., 1998, p. 35] i CCSdemo [Wittenmark et al., 1998, p. 29], 
desenvolupades al Department of Automatic Control del Lund Institute of Technology, i 
SysQuake al Institut d’Automátique of the Federal Polytechnic School of Lausanne són bons 
exemples d’aquest software pensat per facilitar la implementació de material docent 
relacionat amb el control automàtic [6]. 
Les aplicacions interactives desenvolupades en el present projecte s’han implementat amb el 
programa SysQuake, adquirit pel Departament d’ESAII. 
Per altra banda, SysQuake disposa d’una versió gratuïta (SysQuake 3.5 LE), que facilita un 
manual per l’usuari en suport electrònic [7]. En l’actualitat, on els recursos destinats a les 
universitats i als estudiants per adquirir llicències de software és limitat, fan d’aquesta versió 
una bona plataforma per a la programació d’aplicacions interactives. 
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3.4.1. Per què SysQuake? 
SysQuake és un programa orientat a la simulació i a la visualització de dades 
científiques. A través de l’ús innovador de gràfics interactius, SysQuake proporciona eines 
necessàries per a la resolució de problemes matemàtics complexes. 
SysQuake utilitza un llenguatge de simulació interactiu que permet escriure aplicacions de 
control de gran sofisticació per a l’explicació i aprenentatge de conceptes i tècniques de 
control. Basat en l’intèrpret d’informació numèrica LME (Lightweight Matrix Engine), només 
necessita del codi necessari per visualitzar les diferents figures i les manipulacions de 
processat de l’usuari. L’accés al sistema de fitxers permet intercanviar dades amb altres 
aplicacions.  
Degut a que el disseny dels sistemes de control no és un procés seqüencial, sinó més aviat 
la integració entre càlcul numèric, anàlisis de resultats i ajust de paràmetres, sorgeix la 
necessitat de crear una eina que minimitzi el temps d’execució d’aquests passos. Això 
converteix a les característiques de SysQuake en òptimes perquè s’adaptin en aquest procés 
ja que, no només permeten observar l’actualització dels gràfics en temps real mentre es 
varien els paràmetres, sinó que també permeten manipular els gràfics directament mentre es 
canvien els paràmetres automàticament. 
Per altra banda, els programes que ja incorpora (anomenats SQ Files) faciliten 
l’aprenentatge en la programació de noves aplicacions (llenguatge d’alt nivell molt similar al 
que s’utilitza amb Matlab), ja que poden obrir-se en format de text i poden ser modificats per 
ajustar-se als requisits del programador. SysQuake utilitza fitxers de text pels seus 
programes i dades, permetent crear programes mitjançant qualsevol editor de text i 
intercanviar dades amb altres aplicacions. 
A més, i al igual que amb programes com Matlab, també té una interfase de línia de 
comandes on es pot accedir a LME. L’usuari pot utilitzar-la com a una potent calculadora per 
avaluar expressions i com a un entorn molt útil per depurar els programes interactius. 
Així doncs, la simulació de sistemes dinàmics es pot beneficiar enormement de la 
interactivitat que proporciona SysQuake. Els paràmetres que defineixen aquests sistemes 
poden tenir efectes a llarg termini que són difícils de deduir intuïtivament des d’un model 
creat o a partir de diferents gràfics estàtics que es puguin obtenir gràcies a un procés de 
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simulació. Amb el programa, la manipulació d’aquests paràmetres permetrà deduir 
ràpidament les seves regles i quin pot ser el seu comportament futur. 
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4. La teoria de sistemes lineals a l’ETSEIB: algunes 
assignatures 
 
4.1. Introducció 
Un primer pas en l’anàlisi i el disseny de sistemes de control és el modelat matemàtic 
dels processos a controlar. En general, donat un procés, primer es defineix el conjunt de 
variables que descriuen les característiques dinàmiques d’aquest. Aquestes variables estan 
interrelacionades a través d’unes determinades lleis físiques, governades per unes 
equacions matemàtiques que descriuen la dinàmica del sistema. Depenent de la naturalesa 
del sistema, aquestes equacions poden ser lineals o no lineals, variants o invariants en el 
temps. 
Per raons pràctiques, per poder establir un anàlisi aplicable i dissenyar eines pels sistemes 
de control, es fan suposicions i aproximacions dels sistemes físics de manera que siguin 
possibles d’estudiar utilitzant la teoria de sistemes lineals. 
El conjunt d’aplicacions interactives desenvolupades en aquest projecte fan referència 
majoritàriament a conceptes relacionats amb la teoria de sistemes lineals. S’ha procurat  
ajustar-les als diferents temaris d’algunes de les assignatures en les que s’imparteix part 
d’aquesta teoria. Cada una d’aquestes assignatures forma part del Pla d’Estudis d’Enginyeria 
Industrial a l’ETSEIB de la UPC, ja sigui com a assignatures troncals o bé com a 
assignatures optatives, essent aquestes últimes, incloses dins el programa de la 
Intensificació d’Automàtica.  
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4.2. Les assignatures 
4.2.1. L’assignatura de Dinàmica de Sistemes 
L’assignatura s’imparteix en el segon curs del pla d’estudis, com a assignatura troncal, i 
amb l’objectiu general de proporcionar als estudiants el concepte generalitzador de sistema 
dinàmic, aplicable en la pràctica totalitat de camps de l’enginyeria, i el de senyal com a 
variable d’aquest sistema evolucionant en el temps.  
4.2.2. L’assignatura de Control amb Computador 
L’assignatura s’imparteix en el quart curs del pla d’estudis, també com a assignatura 
troncal, i té com a objectiu principal el de subministrar els coneixements bàsics i necessaris 
en l’anàlisi i disseny de sistemes senzills de control digital. Es proporciona la base suficient 
per l'aprofundiment posterior en els mètodes avançats de control, així com les possibilitats i 
limitacions dels computadors en la seva aplicació al control de processos. 
4.2.3. L’assignatura de Tecnologia de Control 
L’assignatura s’imparteix en el quart curs del pla d’estudis, essent una de les 
assignatures optatives de la intensificació d’Automàtica. El seu propòsit és el de subministrar 
als estudiants els coneixements tecnològics necessaris per tal de dur a terme els 
desenvolupaments teòrics estudiats dins les altres assignatures de control.  
Aquests coneixements són completats amb la realització d’un pre-projecte d’enginyeria de 
control. Durant el període de realització del mateix, es van desenvolupar ja algunes de les 
aplicacions interactives que s’han inclòs en aquest projecte. Aquestes aplicacions es troben 
classificades  en el capítol 8 de la memòria dins l’apartat aspectes tecnològics. 
4.2.4. L’assignatura de Control Avançat 
L’assignatura s’imparteix en el darrer curs del pla d’estudis, també com a assignatura 
optativa, i amb l’objectiu de complementar els coneixements sobre control automàtic adquirits 
en les assignatures obligatòries de Dinàmica de Sistemes i Control amb Computador, i en les 
altres assignatures de la Intensificació d’Automàtica, mitjançant l’estudi d’algunes de les 
tècniques lineals (i no lineals) actuals de control. 
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5. Les aplicacions interactives i les fitxes 
 
5.1. Procediment d’elaboració 
El procediment que s’ha seguit a l’hora d’elaborar cada una de les diferents aplicacions 
ha estat sempre el mateix. Els passos que s’han seguit són : 
 
• Elecció de les il·lustracions representades en l’aplicació: 
 
El primer pas en el disseny de les aplicacions interactives es basa en la definició de quin 
concepte en concret es vol il·lustrar. Definit el primer pas, es determina com es vol 
representar. Per a tal efecte, s’han d’escollir les representacions gràfiques que millor poden 
il·lustrar el concepte, així com les possibles relacions que poden derivar de la seva 
manipulació. 
 
• Implementació del codi font mitjançant un editor de text:  
 
SysQuake no disposa d’un editor de text incorporat, amb la qual cosa la implementació del 
codi s’ha d’elaborar amb un editor de text extern (arxius.m). L’editor de text escollit com a 
suport a la programació ha estat l’editor que incorpora Matlab. 
 
• Muntatge de la implementació del codi amb el programa SysQuake: 
 
Per poder visualitzar les figures implementades, el codi es guarda amb l’extensió .sq  
(arxius.sq) perquè s’associïn amb el programa. El següent pas és muntar els executables  
(arxius.exe) que són les aplicacions que es fan arribar als estudiants. 
 
• Redactat del document Word (fitxa) 
Les fitxes són els documents que acompanyen a cada una de les aplicacions interactives. 
Aquestes descripcions funcionals de cada una de les aplicacions, serveixen com a manual 
d’ús pels estudiants.  
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5.2. La filosofia de les aplicacions 
Per a poder utilitzar cada una de les aplicacions interactives d’una manera efectiva, ha 
estat important dissenyar-les d’una manera acurada. El disseny ha de fer dels mòduls unes 
eines l’ús del qual sigui aprofitable i intuïtiu.  
Són vàries les raons que fan pensar en aquest sentit: 
1) L’estudiant ha de tenir clar què se li vol explicar. 
2) Les aplicacions interactives possiblement seran utilitzades sense la supervisió d’un 
professor que pugui aclarir els dubtes de funcionament. 
3) L’usuari per naturalesa es mostra impacient. Si la idea que s’intenta transmetre no es 
capta d’una manera prou ràpida, l’estudiant deixarà l’aplicació ràpidament. 
Així, per tal de combatre aquests requeriments: 
1) Les aplicacions estan pensades per fer més entenedor un concepte en concret 
(concentració) 
2) El seu ús es basa en un click amb el ratolí sobre els elements interactius i la seva 
manipulació (senzillesa i claredat) 
3) La forma i el codi de colors emprat per dibuixar els elements que apareixen es manté 
en les aplicacions (per entendre millor les relacions existents entre elements). 
La disposició de les figures és semblant en tots els mòduls (familiarització) 
 
5.3. La filosofia de les fitxes 
5.3.1. Introducció 
El fet que les aplicacions estiguin pensades per il·lustrar un exemple en concret, permet 
que se’n pugui facilitar un petit manual d’ús (l’estudiant, majoritàriament, no es para a llegir 
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grans manuals). Aquest petit manual (fitxa) conté breus instruccions pel correcte ús de les 
eines interactives. 
D’aquesta manera, cada una d’aquestes fitxes s’estructura en els següents apartats: 
 
i. Breu explicació teòrica del que es pretén il·lustrar (Breu explicació teòrica). 
 
ii. Explicació dels elements que apareixen per pantalla (Pantalla). 
 
iii. Indicació de quins són els elements manipulables (Interactivitat). 
 
 
L’accés a aquestes fitxes (en format pdf) és possible gràcies a un link que incorporen cada 
una de les aplicacions, facilitant així a l’usuari aplicació i manual alhora. 
5.3.2. Primer apartat: Breu explicació teòrica 
En aquest primer apartat de la fitxa s’introdueix de manera breu la teoria relacionada 
amb l’aplicació. Es basa en una breu explicació que, en cap cas, està pensada per substituir 
les explicacions rebudes a classe, sinó per col·locar a l’estudiant en el mateix marc teòric en 
el qual es basa l’aplicació. En aquest apartat, s’inclou almenys una referència d’un llibre 
perquè l’estudiant pugui aprofundir en la matèria. 
5.3.3. Segon apartat: Pantalla 
En aquest segon apartat s’expliquen quins elements es visualitzen en cada una de les 
figures. El primer element que es mostra en aquest apartat és sempre la imatge que es 
trobarà l’estudiant al obrir l’aplicatiu. Seguidament, i per cada figura, es detallen cada un dels 
elements representats, explicant quina forma prenen i amb quin color han estat dibuixats per 
fer-ne ràpida la seva identificació a la figura. 
5.3.4. Tercer apartat: Interactivitat 
En aquest darrer apartat de la fitxa es llisten, també per a cada figura, quins elements de 
les representacions gràfiques són manipulables indicant a quina magnitud estan lligats. 
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En algunes ocasions resulta poc útil mostrar tots els elements per pantalla ja que 
sobrecarreguen la informació que s’intenta transmetre. Aquí és on detalla com es pot activar 
o desactivar la visualització dels diferents elements, així com la habilitació o deshabilitació de 
la representació de les figures a través de menús i submenús.  
L’explicació d’on es troba el link per accedir al contingut de les fitxes també corre a càrrec 
d’aquest apartat. 
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6. Llibreria de funcions miscel·lània 
6.1. Introducció 
En l’entorn de SysQuake, les llibreries són col·leccions de funcions interpretades per 
LME útils per a la programació. SysQuake incorpora diferents llibreries (guardades amb 
l’extensió .lml) les funcions de les quals faciliten la programació de les aplicacions 
interactives relacionades amb la teoria de sistemes de control. 
Durant el desenvolupament del projecte s’ha creat una llibreria addicional (miscelania.lml) en 
la qual s’han anat guardant les funcions que s’han anat utilitzant en els codis font de les 
aplicacions. La principal idea d’aquesta recopilació és facilitar-ne el seu ús per a futures 
implementacions. L’únic requeriment per a la seva utilització és la declaració de la llibreria a 
l’encapçalament del codi. 
A la llibreria creada s’han classificat les funcions com a funcions públiques i privades. En el 
pròxim apartat (apartats 7.2.2 i 7.2.4), es presenten els passos del procediment 
d’implementació de tres de les funcions públiques que s’han guardat a la llibreria (el nom de 
les funcions privades encarregades d’executar cada un dels passos es troben entre 
parèntesis).  
El llistat de la resta de funcions incloses a la llibreria creada, així com una breu explicació del 
què fa cada una d’elles, es troba a l’annex A del projecte. 
 
6.2. Algunes funcions de la llibreria 
6.2.1. Dibuix dels diagrames asimptòtics de Bode: PlotBodeasymgain i 
PlotBodeasymphase. 
SysQuake, d’entre les moltes funcions que facilita, proveeix de les comandes per 
dibuixar els diagrames de Bode de guany (bodemag(Num,Den)) i de fase 
(bodephase(Num,Den)) de la funció de transferència d’un sistema de temps continu (amb 
numerador Num i denominador Den), però no pas de dues funcions que permetin dibuixar-ne 
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les corbes asimptòtiques. Es decideix doncs, implementar dues noves funcions amb aquesta 
finalitat. 
Aquestes dues funcions retornen els punts dels diagrames asimptòtics de guany i de 
fase associats a una funció de transferència de la forma (Eq. 7.1): 
·...1··2·1··2·...·1·1
·...1··2·1··2·...·1·1
··)(
2
2
21
2
121
2
2
21
2
121








+








±
















+








±
















±








±








+





±













+





±











±





±
=
pppppp
zzzzzz
n
ssssss
ssssss
sKsG
ω
ξ
ωω
ξ
ωωω
ω
ξ
ωω
ξ
ωωω
  (Eq. 7.1) 
• (Gu,w) = PlotBodeasymgain (Num,Den): Donat el numerador (Num) i el 
denominador (Den) de la funció de transferència, retorna dos vectors fila amb els 
corresponents valors de guany (Gu, [dB]) del diagrama asimptòtic i de freqüències 
(w, [rad/s]). 
• (ph,w) = PlotBodeasymphase (Num,Den): Donat el numerador (Num) i el 
denominador (Den) de la funció de transferència, retorna dos vectors fila amb els 
corresponents valors de fase (ph, [º]) del diagrama asimptòtic en graus i de 
freqüències (w, [rad/s]). 
6.2.1.1. Procediment d’implementació 
Els passos que s’han seguit en l’implementació de les dues funcions són: 
1) Obtenció de les freqüències ( pizi ωω , ), desfasaments (mínim (+)/no mínim (-)) i 
multiplicitats (nombre de repeticions dels termes) associades als zeros (arrels del 
numerador) i als pols (arrels del denominador) del sistema (analisi –funció pública-). 
2) Agrupament en ordre creixent de les freqüències associades als zeros i als pols per 
poder construir la taula de pendents dels asímptotes (calcula_taula_freq) 
3) Càlcul dels límits freqüencials (wmin,wmax) dels diagrames de Bode. D’aquesta 
manera queda determinat el número de caselles de la taula de pendents dels 
diagrames asimptòtics (Taules 7.1 i 7.2) (calc_w). 
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4) Construcció de les taules dels pendents de cada un dels termes de 2) (Taules 7.1 i 
7.2), on n és un múltiple de 20dB/dècada en el cas dels guanys i de 90º en el cas de 
les fases (calcula_pendent_zeros i calcula_pendent_pols). 
Guany/Fase: 
 0                                      τω /1=zi                                   ∞  
ns  n·1/ n·1 n·1/ n·1 
( · 1)nsτ +  0/0 n·1/ n·1 
( · 1)nsτ −  0/ n·2 n·1/ n·1 
2 2( · 2· · · 1)ns sτ ξ τ+ +  0/0 n·2/ n·2 
2 2( · 2· · · 1)ns sτ ξ τ− +  0/ n·4 n·2/ n·2 
   Taula 7.1 Taula de pendents associada als zeros del sistema 
Guany/Fase: 
 0                                     τω /1=pi                                  ∞  
ns−  -n·1/- n·1 -n·1/- n·1 
( · 1) nsτ −+  0/0 -n·1/ -n·1 
( · 1) nsτ −−  0/- n·2 -n·1/- n·1 
2 2( · 2· · · 1) ns sτ ξ τ −+ +  0/0 -n·2/ -n·2 
2 2( · 2· · · 1) ns sτ ξ τ −− +  0/ -n·4 -n·2/ -n·2 
   Taula 7.2 Taula de pendents associada als pols del sistema 
 
5) Càlcul del guany canònic del sistema (mòdul i signe) (calcula_guany) 
6) Construcció de la taula de pendents associada a 5) (Taula 7.3) (calcula_pendent_k) 
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Guany/Fase: 
 0                                          ω∀                                             ∞  
0K >  0/0 0/0 
0K <  0/ -2 0/ -2 
Taula 7.3 Taula de pendents associada al guany del sistema 
7) Càlcul dels pendents de la funció de transferència (agrupació de tots els pendents i 
sumatori per columnes) del sistema ( )(sG ) (calcula_pendent_ft). 
8) Aplicació d’un mètode heurístic de correcció de desfasaments per a fixar el diagrama 
asimptòtic de fase amb el diagrama real (offset).  
SysQuake a l’hora de dibuixar el diagrama real de fase utilitza el seu propi criteri per fixar 
el punt inicial del diagrama. 
9) Dibuix dels diagrames de guany de Bode: 
- Diagrama asimptòtic de guany de Bode utilitzant els resultats obtinguts a 7): 
(Gu,w) = PlotBodeasymgain (Num,Den); 
plot(w,Gu); 
- Diagrama real de guany de Bode:                     
          bodemag(Num,Den,w); 
10) Dibuix dels diagrames de fase de Bode: 
- Diagrama asimptòtic de fase de Bode utilitzant els resultats obtinguts a 7): 
(ph,w) = PlotBodeasymphase (Num,Den); 
plot(w,ph); 
- Diagrama real de fase de Bode (SysQuake presenta una comanda que el 
dibuixa) (rad2grad):    
    phase =  bodephase(Num,Den,w); 
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    plot(w,rad2grad(phase)); 
 
6.2.2. Dibuix del lloc geomètric de les arrels: PlotLGR. 
 
 SysQuake facilita una comanda pel dibuix del lloc geomètric de les arrels 
(rlocus(Num,Den)), on les variables d’entrada es corresponen amb els coeficients 
dels polinomis associats al numerador i al denominador, de la funció de transferència de 
llaç obert d’un sistema de temps continu (o de temps discret), respectivament.  
Al fer ús d’aquesta comanda, s’han tingut problemes a l’hora de visualitzar el dibuix del 
lloc geomètric de les arrels (ll.g.a. d’ara en endavant) que encara segueixen sense 
solucionar-se. D’aquí prové la motivació d’implementar una nova funció que dibuixi el 
ll.g.a., el procediment del qual es descriu a l’apartat 7.2.4. 
6.2.2.1. Procediment d’implementació 
 
Sigui )(sL  la funció de transferència en llaç obert d’un sistema de temps continu (el 
procediment és anàleg per un sistema de temps discret ( )(zL ), els passos a seguir pel 
traçat del ll.g.a. són: 
1) Càlcul dels punts de bifurcació del ll.g.a. i de les constants de proporcionalitat 
associades a aquests punts, mitjançant l’equació característica del sistema (Eq. 7.2) 
(bifurc_LGR (Num,Den)). 
    
1 · ( ) 0K L s+ =
  (Eq. 7.2) 
Aquesta funció retorna les coordenades dels punts de bifurcació del ll.g.a., amb la qual 
cosa és possible la seva representació en el dibuix del ll.g.a. 
2) Generació del vector de constants de proporcionalitat (Genera_K_LGR (K)). 
La generació d’aquest vector permet, particularitzant l’equació característica (Eq. 7.2) 
per a cada valor del vector, trobar les seves solucions (pols de llaç tancat), i així poder-
les dibuixar per generar el ll.g.a.. 
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El procediment és el següent: 
2.1) Definició de la constant de proporcionalitat màxima Kmàx. 
La determinació del valor de Kmàx determina els punts finals del dibuix del lloc 
geomètric (cal recordar que els punts finals del ll.g.a. real són per a Kmàx → ∞ ). 
 
2.2) Generació del primer vector de K’s: es generen valors de K pròxims als 
associats a punts de bifurcació 1 2( , ,...., )nK K K  a partir d’un valor llindar. 
Aquest procediment es fa per assegurar que el lloc geomètric quedarà ben dibuixat 
en els punts pròxims als punts de bifurcació. 
 
2.3) En cas que es compleixi que el quocient (Eq. 7.3), s’introdueixen N nous valors 
linealment espaiats entre aquests valors de K’s. 
Kmàx/(Kn·(1+llindar)>constant     (Eq. 7.3) 
Aquest procediment es fa per assegurar una bona cobertura de punts fins als punts 
finals del ll.g.a. generat. Si el quocient entre el valor de Kmàx i l’últim valor del vector de 
constants generat (Kn·(1+llindar)) fins ara és superior al valor constant, s’introdueixen 
N nous valors linealment espaiats entre aquests valors. 
 
Kmín = 0        Kmàx    K1·(1-llindar)    K1    K1·(1+llindar) 
···· 
          Kn·(1+llindar) 
(N 
Kmín = 0        Kmàx    K1·(1-llindar)    K1    K1·(1+llindar) 
···· 
          Kn·(1+llindar)       Kn 
Kmín = 0         Kmàx 
···· 
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2.4) Es prenen valors intermitjos –es fa la mitjana aritmètica- entre valors 
consecutius del vector de K’s generat fins al moment.  
Aquesta mesura es realitza per introduir més punts intermitjos entre components del 
vector associat a les constants de proporcionalitat del ll.g.a.. 
 
2.5) Finalment, s’introdueixen N valors linealment espaiats entre cada una de les 
components del vector del punt 2.4). 
 
3) Dibuix del tram del ll.g.a. que pertany a l’eix real (Dibuix_LGR_real). 
4) Dibuix dels asímptotes del ll.g.a. (Dibuix_asimp_LGR) 
Aquesta funció retorna la coordenada real del centroide permetent, al igual que en el cas 
dels punts de bifurcació, superposar el dibuix del centroide dels asímptotes en el ll.g.a.. 
 
 Kmín=0        Kmàx    K1·(1-llindar)/2  K1·(1-llindar)  K1·(2-llindar)/2 
···· 
  K1 
(N (N (N (N (N 
        (...)
 
 Kmín= 0        Kmàx    K1·(1-llindar)/2  K1·(1-llindar)  K1·(2-llindar)/2 
  ···· 
      K1         (...)
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7. Aplicacions i fitxes desenvolupades en el 
projecte 
7.1. Classificació 
S’ha cregut convenient classificar d’alguna manera les 45 aplicacions interactives que 
s’han anat desenvolupant al llarg del projecte. Així, la primera agrupació es correspon amb 
els conceptes relacionats amb els sistemes de temps continu en el domini temporal i 
freqüencial (20 aplicacions). La següent agrupació s’ha relacionat amb el mostratge i la 
discretització dels sistemes de temps continu (5 aplicacions). D’igual manera que s’ha fet 
inicialment amb aquest tipus de sistemes, s’han creat dos blocs referents a la resposta 
temporal i freqüencial dels sistemes de temps discret (6 aplicacions). Aquesta primera 
classificació de 31 aplicacions enquadra a les propietats dels sistemes en els dos dominis en 
què aquestes s’expressen: el domini temporal i el domini freqüencial. 
Per altra banda, una de les característiques principals en la teoria de control és l’anàlisi de 
l’estabilitat dels sistemes. L’estabilitat acostuma a explicar-se en el domini freqüencial. Així, el 
següent bloc tracta dos dels criteris en què s’analitza l’estabilitat dels sistemes (4 
aplicacions). 
A continuació, s’ha obert un capítol exclusiu on s’explica el lloc geomètric de les arrels (2 
aplicacions) per sistemes de temps continu i de temps discret, que servirà de pont per 
explicar una de les tècniques de disseny que s’empra per dissenyar compensadors. 
Gran part de les aplicacions desenvolupades en el projecte es centren en l’anàlisi dels 
sistemes de control i no pas en el seu disseny. El següent bloc, on s’introdueixen els 
controladors d’avanç i de retard de fase, és una invitació a la creació de noves aplicacions 
orientades al disseny de sistemes de control (4 aplicacions). 
La classificació finalitza amb un darrer bloc en què es tracten alguns aspectes tecnològics 
relacionats amb les característiques dels sistemes (4 aplicacions). 
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El llistat de les fitxes segons les diferents temàtiques es menciona tot seguidament, així com 
les seves corresponents aplicacions interactives (entre parèntesis): 
 Resposta temporal dels sistemes de temps continu: 
- Fitxa 1: Resposta temporal de sistemes de primer ordre (TC1.exe). 
- Fitxa 2: Influència dels zeros en  sistemes de primer ordre en el domini temporal 
(Influencia_zeros(1er_ordre)_TC.exe). 
- Fitxa 3: Suma de sistemes de primer ordre (Suma sistemes(1er ordre).exe). 
- Fitxa 4: Resposta temporal de sistemes de segon ordre (TC2.exe). 
- Fitxa 5: Influència dels zeros en sistemes de segon ordre en el domini temporal 
(Influencia_zeros(2on_ordre)_TC.exe). 
- Fitxa 6: Suma de sistemes de segon ordre (Suma sistemes(2on ordre).exe). 
- Fitxa 7: Llocs geomètrics dels sistemes de segon ordre en el domini temporal 
(llocs_geometricsTC.exe). 
- Fitxa 8: Efecte de la dominància dels pols dels sistemes en el domini temporal 
(dominanciaTC.exe). 
- Fitxa 9: Efecte d’un element de retard en el domini temporal (retard_tc.exe). 
- Fitxa 10: Introducció a la representació en espai d’estats dels sistemes de temps 
continu (espai_estatsTC.exe). 
 Resposta freqüencial dels sistemes de temps continu: 
- Fitxa 1: El concepte de la resposta freqüencial (en estat estacionari) en sistemes de 
temps continu (Concepte_frequencial_TC.exe). 
- Fitxa 2: Resposta freqüencial de sistemes de primer ordre (RF1.exe). 
- Fitxa 3: Influència dels zeros en sistemes de primer ordre en el domini freqüencial 
(Influencia_zeros(1er_ordre)_RF.exe). 
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- Fitxa 4: Comparació de sistemes de primer ordre (Comparacio_sist_1er 
ordre.exe). 
- Fitxa 5: Resposta freqüencial de sistemes de segon ordre (RF2.exe). 
- Fitxa 6: Influència dels zeros en sistemes de segon ordre en el domini freqüencial 
(Influencia_zeros(2on_ordre)_RF.exe). 
- Fitxa 7: Llocs geomètrics dels sistemes de segon ordre en el domini freqüencial 
(llocs_geometricsRF.exe). 
- Fitxa 8: Resposta freqüencial de sistemes d’ordre superior (ordre_superior.exe). 
- Fitxa 9: Efecte de la dominància dels pols dels sistemes en el domini freqüencial 
(dominanciaRF.exe). 
- Fitxa 10: Efecte d’un element de retard en el domini freqüencial (retard_freq.exe). 
 Mostratge i discretització: 
- Fitxa 1: El teorema del mostratge (T_mostratge.exe). 
- Fitxa 2: Reconstrucció i filtratge de senyals mostrejats (Reconstruccio.exe). 
- Fitxa 3: Reconstrucció i filtratge de sistemes (Reconstr_sist.exe). 
- Fitxa 4: Correspondència entre el pla s i el pla z (Correspondencia.exe). 
- Fitxa 5: Transformació bilineal (sistemes de temps continu) 
(Transformacio_Bilineal_szw.exe). 
 Resposta temporal dels sistemes de temps discret: 
- Fitxa 1: Configuració de pols i zeros en el pla z i resposta temporal 
(Resposta_Temporal_td.exe). 
- Fitxa 2: Efecte de la dominància dels pols en sistemes de temps discret 
(dominancia_td.exe). 
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- Fitxa 3: Mostres per període d’oscil·lació de la resposta 
(Mostres_per_periode.exe). 
- Fitxa 4: Introducció a la representació en espai d’estats dels sistemes de temps 
discret (espai_estatsTD.exe). 
 Resposta freqüencial dels sistemes de temps discret: 
- Fitxa 1: El concepte de la resposta freqüencial (en estat estacionari) en sistemes de 
temps discret (Concepte_frequencial_TD.exe). 
- Fitxa 2: Transformació bilineal (sistemes de temps discret) 
(Transformacio_Bilineal_zw.exe). 
 El Criteri de Nyquist: el criteri simplificat de Bode 
- Fitxa 1: El criteri de Nyquist: el criteri simplificat de Bode (sistemes de temps continu 
de segon ordre) (MGMF1_tc.exe). 
- Fitxa 2: El criteri de Nyquist: el criteri simplificat de Bode (sistemes de temps continu 
d’ordre qualsevol) (MGMF_tc.exe). 
- Fitxa 3: El criteri de Nyquist: el criteri simplificat de Bode (sistemes de temps discret 
de segon ordre) (MGMF1_td.exe). 
- Fitxa 4: El criteri de Nyquist: el criteri simplificat de Bode (sistemes de temps discret 
d’ordre qualsevol) (MGMF_td.exe). 
 El lloc geomètric de les arrels 
- Fitxa 1: El lloc geomètric de les arrels (sistemes de temps continu) (LGRtc.exe). 
- Fitxa 2: El lloc geomètric de les arrels (sistemes de temps discret) (LGRtd.exe). 
 Introducció al disseny de compensadors: 
- Fitxa 1: Compensador d’avanç de fase de temps continu (compavan.exe). 
- Fitxa 2: Compensador de retard de fase de temps continu (compret.exe). 
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- Fitxa 3: Disseny d’un compensador d’avanç de fase de temps discret mitjançant la 
tècnica del lloc geomètric (CARLtd.exe). 
- Fitxa 4: Disseny d’un compensador de retard de fase (dipol) de temps discret 
mitjançant la tècnica del lloc geomètric (CRRLtd.exe). 
 Aspectes tecnològics: 
- Fitxa 1: L’efecte Anti-windup (Antiwindup.exe). 
- Fitxa 2: L’efecte Bumpless (Bumpless.exe). 
- Fitxa 3: L’efecte de la quantificació dels coeficients dels controladors de temps 
discret (Quanti.exe). 
- Fitxa 4: L’efecte de l’estructura dels controladors de temps discret en la 
quantificació dels seus coeficients (Estruct.exe). 
 
En el pròxim apartat del projecte s’afegeixen algunes de les fitxes que acompanyen a 
les aplicacions interactives amb la finalitat de què puguin donar una idea del potencial 
d’aquestes eines en la docència. Amb aquest objectiu, s’ha inclòs una fitxa de cada un dels 
blocs temàtics.  
La resta de fitxes de les aplicacions interactives s’ha inclòs a l’annex B del projecte. 
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7.2. Exemples d’algunes de les fitxes 
 
7.2.1. Llocs geomètrics dels sistemes de segon ordre en el domini temporal 
1) Breu explicació teòrica: 
Considerem un sistema de control de segon ordre amb realimentació unitària de la 
forma:
 
Fig.8.1 Esquema de blocs del sistema de control 
, on la funció de transferència en llaç tancat del sistema és 22
2
···2)(
)(
nn
n
sssR
sC
ωωξ
ω
++
= . 
El comportament dinàmic del sistema de segon ordre es pot descriure en funció dels dos 
paràmetres ξ  (coeficient o factor d’amortiment relatiu) i nω  (pulsació o freqüència natural -no 
esmorteïda-). Els pols del sistema s’expressen de la forma 
2
1,2 · · · 1 ·n n ps j jξ ω ω ξ σ ω= − ± − = − ± , on la part real (σ ) s’anomena constant o factor 
d’amortiment i la part imaginària ( pω ) pulsació o freqüència pròpia –esmorteïda-. 
Si suposem que l’entrada al sistema és una entrada graó unitari, )/1)(( ssR = , es pot 
determinar l’expressió de la sortida en el domini temporal fent l’antitransformada de Laplace 
de )(sC : 
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1
)··exp(1)( 12
2
≥+−
−
−
−=
− tt
t
tc n
n ξξωξ
ωξ
  (Eq. 8.1) 
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× La constant d’amortiment ( nωξσ ·−= ) apareix com la constant que multiplica per t en el 
terme de l’exponencial de c(t). Per tant, σ  controla la velocitat de creixement o 
decreixement de la resposta. En altres paraules, es pot dir que controla l’amortiment del 
sistema. 
La inversa de la constant d’amortiment ( σ/1 ), és proporcional a la constant de temps del 
sistema. 
El semipla esquerre del pla s es correspon amb l’amortiment positiu. L’ amortiment positiu 
provoca que la resposta al graó unitari estableixi un valor final constant en règim permanent 
degut a l’exponent negatiu de la exp( tn ··ωξ− ). El sistema és estable. L’amortiment negatiu 
dóna una resposta que creix en magnitud sense límit en el temps, i el sistema és inestable. 
 
× Quan les dues arrels 2,1s  són dobles i reals, el sistema es coneix com d’amortiment crític 
( 1=ξ ). Així, es defineix el coeficient d’amortiment relatiu com el quocient entre l’amortiment 
real del sistema i l’amortiment en el cas en què l’amortiment és crític 
nωξσ
σξ
==
= )1( . 
Sobre el pla polar, també pot definir-se geomètricament com el sinus de l’angle ( β ) definit 
per la línia radial de les arrels i l’eix d’ordenades del pla, quan les arrels estan ubicades en el 
semipla esquerre del pla s: )sin(βξ = . Dit d’una altra manera, les línies amb ξ  constant 
són radials que passen per l’origen. 
Si la part real de la parella de pols complexes és positiva, la qual cosa significa que el 
sistema és inestable, el corresponent ξ  és negatiu (la pulsació natural nω  -mòdul de la 
parella de pols- és sempre positiva). 
 
× Quan 0=ξ , l’amortiment és nul, i les arrels 2,1s  són imaginàries pures. S’observa com 
l’expressió de la sortida davant una entrada graó (Eq. 8.1) és ara un senyal purament 
sinusoïdal. Per tant doncs, la freqüència nω  es correspon amb la freqüència de la 
resposta sinusoïdal no esmorteïda. 
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L’eix imaginari del pla s es correspon amb l’amortiment nul ( 0=σ  o 0=ξ ). L’amortiment 
nul resulta en una resposta d’oscil·lació sostinguda, i el sistema s’anomena que és 
marginalment estable o marginalment inestable. 
 
× Per a valors compresos en 10 << ξ , els pols en llaç tancat són complexes conjugats i 
es troben en el semiplà esquerre del pla s (pols estables, sistema sub-esmorteït). 
En referència al graó unitari, les característiques que defineixen els sistemes de control lineal 
en el domini del temps són: 
 
o Sobrepuig màxim ( )(ξSPSP = ) : 
Sobrepuig màxim absolut = )1/·exp()()( 2max ξξpi −−=∞→−=− tytyyy pss     (Eq. 8.2) 
Sobrepuig màxim percentual = 100)·1/·exp(100· 2max ξξpi −−=−
ss
ss
y
yy
      (Eq. 8.3) 
 
o Temps de pic ( )( ppp tt ω= ) : temps en què max)( yty = , ppt ωpi /=  
o Temps d’assentament o d’establiment ( )(σss tt = ): temps necessari perquè la 
resposta al graó )(ty  disminueixi i resti dins d’una banda igual o menor del 2% 
del valor final, 
n
st ωξ ·
4
≅                                
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2) Pantalla: 
 
Figura Pla s 
 En aquesta figura apareixen mapejats els pols de dos sistemes en formes de creus 
(una parella surt pintada de color marró i l’altra de color gris). Per altra banda, i segons quin 
cas s’hagi seleccionat, apareix pintat el lloc geomètric d’estudi (de color vermell el 
corresponent lloc geomètric d’amortiment constant, i així successivament). 
El semiplà esquerre del pla (zona estable d’ubicació dels pols) s’ha pintat de color groc.  
Figura Selecció lloc geomètric 
Visualització dels botons que ens permeten seleccionar els llocs geomètrics. 
A més, en el cas en què es seleccioni la possibilitat de visualitzar alguna de les 
característiques típiques dels sistemes de segon ordre (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), 
apareixen les expressions interactives d’aquestes. 
 
Fig. 8.2 Figures que apareixen per pantalla al obrir l’aplicació 
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o Expressió interactiva del sobrepuig percentual (%SP) de la resposta indicial 
(de color vermell). 
o Expressió interactiva del temps de pic (tp) i del període de les oscil·lacions (Tp) 
de la resposta indicial (de color blau).  
o Expressió interactiva del temps d’assentament (ts) de la resposta indicial (de 
color magenta). 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura apareixen les dues respostes indicials associades a les parelles de 
pols de temps continu. Així, per a la parella de pols de color marró, se’n pinta la seva 
resposta del mateix color. Per altra banda, també s’ha dibuixat el senyal de referència de 
color blau cel (senyal d’entrada graó unitari). 
Apareixen també (en cas d’haver-ho seleccionat) els sobrepuigs de (de color vermell), les 
línies verticals de referència del temps de pic (línies contínues de color blau) i les línies 
verticals de referència del temps d’assentament (línies contínues de color magenta) de les 
dues respostes. En aquest últim cas, també apareix dibuixada la banda que delimita el %2±  
del valor final (línia discontínua horitzontal de color magenta). Per últim, es dóna la 
possibilitat de poder-ne visualitzar els evolvents. 
Figura Resposta impulsional 
 De la mateixa manera que en el cas de la figura anterior, tenim en aquest cas la 
representació de les respostes impulsionals dels dos sistemes. 
En aquesta figura es poden visualitzar els punts de tall (cercles de color vermell) 
corresponents amb els màxims de la resposta indicial (una resposta és la derivada de l’altra), 
així com les línies verticals de referència d’aquests punts (associades als temps de pic de les 
respostes al graó). També se’n poden visualitzar els evolvents. 
Figura Bode Guany 
 Representació dels diagrames reals i asimptòtics (línies discontínues) de guany de 
Bode. Mentre que les unitats de l’eix vertical (de guanys) són els dB’s, les de l’eix horitzontal 
(de freqüències) estan en escala logarítmica. 
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Figura Bode Fase [rad] 
 Representació dels diagrames reals i asimptòtics (línies discontínues) de fase de 
Bode. En aquest cas, les unitats de l’eix verticals (de fases) són els radiants. 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols amb l’opció 
Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla), així com modificar 
la posició dels llocs geomètrics. 
A més, a l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’ha facilitat la 
possibilitat de visualitzar algunes característiques típiques dels sistemes de segon ordre: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Dibuixar sobrepuig: apareixen dibuixats els sobrepuigs (primer màxim de la 
resposta) de les dues respostes indicials, així com els corresponents talls en el 
zero en les respostes impulsionals. 
 Referència temps de pic: línies de referència del temps de pic. Apareixen els 
màxims de les respostes indicials i els punts de tall de la resposta impulsional en 
el zero. 
 Referència temps d’assentament (2%): línies de referència del temps 
d’assentament i de la banda del %2±  del valor final. 
 Dibuixar evolvents: evolvents de les respostes temporals. 
 Resposta Freqüencial (Bode): permet visualitzar addicionalment les figures de les 
respostes freqüencials (diagrames de Bode). 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
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Figura Pla s 
En aquesta figura, els elements manipulables són: 
 
 Parelles de pols de temps continu dels sistemes de segon ordre (en forma de creu). 
 Llocs geomètrics (pintats del mateix color que els seus botons de selecció). 
Quan s’està damunt d’alguna parella de pols, apareixen les seves coordenades a la barra 
inferior que apareix per pantalla. D’igual manera, si s’està damunt d’algun punt del lloc 
geomètric, apareix també el valor constant que el governa. 
Figura Selecció lloc geomètric 
En aquesta figura apareixen els botons de selecció dels llocs geomètrics: 
 
 Botó de color vermell: permet visualitzar el lloc geomètric d’amortiment constant. 
 Botó de color verd: permet visualitzar el lloc geomètric de pulsació pròpia constant. 
Fig. 8.3 Representació de nous elements seleccionables mitjançant l’ús dels menús. 
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 Botó de color blau: permet visualitzar el lloc geomètric de coeficient d’amortiment 
constant. 
 Botó de color magenta: permet visualitzar el lloc geomètric de pulsació natural 
constant. 
Nota: En cas de no haver seleccionat cap opció d’entre les possibles, apareix el següent 
missatge d’alerta: ‘NO HAS SELECCIONAT CAP OPCIÓ’. 
 
7.2.2. Resposta freqüencial de sistemes d’ordre superior 
1) Breu explicació teòrica:  
A la pràctica, en alguns casos serà més convenient analitzar i dissenyar un sistema 
de control en el domini temporal, mentre que en d’altres ocasions serà més fàcil poder-ho fer 
en el camp freqüencial. Un exemple pot ésser en el cas dels sistemes de comunicació, en 
els quals la resposta freqüencial té major transcendència, ja que la majoria dels senyals 
processats són de tipus sinusoïdals o estan composades per components sinusoïdals. 
La resposta en el temps d’un sistema de control és normalment més difícil de determinar 
analíticament, especialment per a sistemes d’ordre superior. 
Criteri d’aproximació 
Un dels criteris utilitzats per a reduir un sistema d’ordre superior ( )(sGHIGH ) a un d’ordre 
inferior ( )(sGLOW ), és procurar satisfer la següent relació tant com sigui possible: 
1
)·(
)·(
2
2
=
ω
ω
jG
jG
LOW
HIGH
, per valors ∞≤≤ ω0   (Eq. 8.4) 
Aquesta condició implica que les característiques d’amplitud dels dos sistemes en el domini 
freqüencial siguin similars (és esperable que això comporti que el comportament de les  
respostes dels dos sistemes en el domini temporal siguin també similars). 
No obstant, aquest és un possible criteri a seguir. En realitat, cal senyalar que el problema de 
l’aproximació d’un sistema d’ordre superior a un de grau inferior, és un tema prou complex. 
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No hi ha cap mètode infal·lible per portar a terme aquesta finalitat, així que caldrà buscar el 
mètode o criteri que millor s’ajusti a les especificacions de cada problema. 
2) Pantalla: 
 
Figura Pla s 
En aquesta primera figura s’han mapejat els pols i els zeros del sistema de temps 
continu en el pla s. Els zeros del sistema apareixen en forma de cercles de color verd mentre 
que els pols s’han dibuixat en forma de creus de color vermell. 
La zona estable d’ubicació dels pols de temps continu (semiplà esquerre) s’ha pintat de color 
groc.  
Per altra banda, apareixen també dibuixats tres botons que permeten afegir i treure zeros i 
pols al sistema. Així, el botó que apareix en forma de quadrat, permet seleccionar si es vol 
afegir/treure zeros o bé pols. Els altres dos botons (en forma de triangles) permeten realitzar 
les accions d’afegir o de treure els zeros/pols. 
Nota: S’hi s’afegeixen zeros i pols amb l’opció que faciliten els botons que apareixen en 
aquesta figura, cal tenir en compte que s’han restringit dues possibles situacions: 
Fig. 8.4 Figures que apareixen per pantalla al obrir l’aplicació 
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1) En cap cas es deixarà de visualitzar cap pol real o parella de pols complexes. En cas 
que es visualitzin els últims pols (ja sigui un pol real com una parella de pols 
complexes), apareixerà el següent missatge: ‘(Número mínim de pols)’. 
2) Per altra banda, s’ha procurat mantenir la causalitat del sistema global. Així, no es 
podrà ni afegir zeros ni treure pols, en cas que el sistema esdevingués acausal. En 
aquest cas, els missatges que apareixen són ‘(NO es poden afegir més zeros)’, o bé, 
‘(NO es pot treure aquest pol)’ i ‘(NO es poden treure aquests pols)’. 
Figura Diagrama Bode Guany (sistema) 
En aquesta figura s’hi ha dibuixat el diagrama real i asimptòtic de guany de Bode del 
sistema global (format pels zeros i pols que apareixen en el pla s). 
 
• Diagrama real de guany (línia contínua de color magenta). 
• Diagrama asimptòtic de guany (línia discontínua de color granat). 
L’escalat de l’eix vertical (guanys) és en dB’s i l’escala de l’eix horitzontal (freqüències) és 
logarítmica i en radiants/segons. 
Figura Diagrama Bode Fase [graus] (sistema) 
L’explicació dels elements que apareixen en aquesta figura és anàloga a l’anterior. En 
aquest cas, però, el que es representen són els diagrames real i asimptòtic de fase del 
sistema global. 
 
• Diagrama real de fase (línia contínua de color magenta). 
• Diagrama asimptòtic de fase (línia discontínua de color granat). 
L’escalat de l’eix vertical (fases) és en graus i l’escala de l’eix horitzontal (freqüències) és 
logarítmica i en radiants/segons. 
Figura Diagrama Bode Guany (zero(s)/pol(s)) 
En aquesta figura apareixen els diagrames real i asimptòtic de guany de Bode 
corresponents al(s) zero(s)/pol(s) que s’estiguin manipulant (marcats d’un color més intens 
en el pla s). Cal notar que si es manipulen arrels complexes conjugades del sistema, els 
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diagrames dibuixats es corresponen amb els diagrames dels sistemes de segon ordre 
associats. 
Figura Diagrama Bode Fase [graus] (zero(s)/pol(s)) 
L’explicació d’aquesta figura és anàloga a l’anterior, però en aquest cas, el que es 
visualitzen són els diagrames real i asimptòtic de fase de Bode del sistema individual. 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols i dels zeros 
que defineixen la funció de transferència del sistema global de temps continu. 
A més, també es facilita la possibilitat de poder modificar el nombre de zeros i pols del 
sistema (fent ús dels botons que apareixen dibuixats en el pla s, o bé utilitzant els menús que 
apareixen a l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla.  
Accedint a aquesta opció, l’usuari es troba: 
 
 Reset: G(s) = (s^2+4·s+5)/(s^3+6.4·s^2+15.4·s+5.2): permet tornar a la 
configuració inicial de les figures que apareixen per pantalla. 
 Dibuixar diagrames asimptòtics: permet activar/desactivar el dibuix dels 
diagrames asimptòtics (de guany i de fase) de Bode. 
 G(s) = 50/(s^3+9·s^2+30·s+40): Exemple per defecte. 
 G(s) = -100·s/(s^3+13·s^2+32·s+20): Exemple per defecte. 
 G(s) = 4·(s^2+s+25)/(s^4+7·s^3+18·s^2+22·s+12): Exemple per defecte. 
 Introduir coeficients numerador i denominador...: permet introduir un nou 
sistema global introduint els coeficients del numerador i del denominador de 
la seva funció de transferència. 
 Introduir zeros i pols...: permet introduir un nou sistema global introduint les 
coordenades dels zeros i els pols que el componen. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Pla s 
Els elements manipulables d’aquesta figura són els que a continuació es detallen: 
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 Zeros de temps continu (cercles de color verd) 
 Pols de temps continu (creus de color vermell) 
 Botó de selecció element afegir/treure (quadrat de color verd (zeros)/vermell (pols)) 
 Botons afegir/treure zeros i pols (triangles de color negre) 
Quan s’està manipulant o s’està al damunt dels zeros i els pols de temps continu,  apareixen 
les seves coordenades a la barra inferior que apareix per pantalla. 
A continuació s’explica la forma d’introduir el vector de zeros i pols, així com els coeficients 
del numerador i el denominador de la funció de transferència del sistema global: 
 
 Introduir coeficients numerador i denominador: 0 1 0 1[ , ,..., ],[ , ,..., ]n mb b b a a a , 
 Introduir zeros i pols: 1 1[ ,..., ],[ ,..., ]n mz z p p  
La funció de transferència del sistema global és:  
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7.2.3. El teorema del mostratge 
1) Breu explicació teòrica:  
Anomenem la freqüència de mostratge sf  (Hz) o sω  (rad/s). La freqüència de 
mostratge està relacionada amb el període de mostratge sT  (s) de la següent manera: 
1 [ ]
2 2 / [ / ]
s
s
s s s
f Hz
T
f T rad sω pi pi
=
= =
  (Eq. 8.6) 
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Teorema del mostratge 
 ‘Si la freqüència més alta continguda en un senyal analògic és ωmàx, la mínima 
freqüència de mostreig necessària per tal de poder reconstruir el senyal inicial a partir de les 
seves mostres és ωs > 2*ωmàx . En cas contrari, apareix el fenomen de recobriment espectral 
(aliasing)’. 
El Teorema del mostratge garanteix que totes les components freqüencials del senyal 
analògic es corresponen amb les components espectrals de temps discret a la banda 
primària. 
 
Exemple descrit en l’aplicació 
Essent ( ) sin( · )y t tω=  un senyal de temps continu, la seva transformada de Fourier 
generalitzada és: { } 1 1( · ) ( ) · ( ) · ( )Y j F y t c cω δ ω δ ω−= = + −  on els coeficients són 1 12·c j=  i 
1
1
2·
c j− = − . 
La versió mostrejada del senyal presenta una transformada de Fourier generalitzada de la 
forma: *( · ) ( · · · )
n
s
n
Y j Y j n jω ω ω
=+∞
=−∞
= +∑ , on 
2·
s
sT
pi
ω = . Substituint l’expressió de ( · )Y j ω , 
s’obté: 
*
1 1( · ) · ( · ) · ( · )
n
s s
n
Y j c n c nω δ ω ω δ ω ω
=+∞
−
=−∞
= + + − +∑  (Eq. 8.7) 
 
Alguns casos interessants 
i. Si es tria una freqüència de mostratge sω  tal que 1 2,n n∃  que compleixen 
1 2· ·s sn nω ω ω ω+ = − + , l’espectre del senyal mostrejat és idènticament 0.                    
En l’aplicació es pot observar en el cas de 1 0n =  i 2 1n = . 
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ii. En el cas que 2·sω ω>  (es compleix el Teorema del mostratge), el senyal contingut a 
la banda primària és 1 1· ( ) · ( )c cδ ω δ ω−+ − , i per tant, el senyal reconstruït és el senyal 
original. 
iii. En el cas que 2·sω ω< , el senyal contingut a la banda primària és 
1 1· ( ) · ( )s sc cδ ω ω δ ω ω− − + − + , i per tant, és d’una freqüència diferent a la del senyal 
original. Per aquest motiu, es produeix el recobriment espectral (cal fixar-se que els 
coeficients canvien i que per tant, es produeix un canvi de fase). 
2) Pantalla: 
 
Figura Resposta Temporal 
Els elements que apareixen a la figura superior són els següents: 
 
• Senyal sinusoïdal de temps continu (línia contínua de color negre) de període 
2pT pi=  [segons]. 
• Mostres preses de la senyal contínua cada sT  [segons], essent sT  el període de 
mostratge (cercles de color vermell). 
Fig. 8.5 Figures que apareixen per pantalla al obrir l’aplicació 
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• Senyal reconstruïda a partir de les mostres (línia discontínua de color vermell) quan 
hi ha solapament (aliasing). Component freqüencial dins la banda primària. 
Figura Resposta Freqüencial 
Per altra banda, els elements que apareixen a la figura inferior són: 
 
• Espectre discret: Components freqüencials de la senyal de temps continu situades a 
±
2
p
pT
pi
ω =  [rad/s] (línies contínues verticals de color negre).  
• Rèpliques de l’espectre introduïdes pel procés del mostratge situades a freqüències 
múltiples de ( · )s pn ω ω±  [rad/s] (línies contínues verticals de color vermell). 
• Freqüència de Nyquist situada a ±
2
sω
 [rad/s] (línia contínua vertical de color verd). 
L’àrea compresa entre aquests valors es correspon amb la banda primària (àrea de 
color groc). 
• Freqüència de Mostratge situada a ± 2s
sT
pi
ω =  [rad/s] (línia contínua vertical de color 
blau). 
 
• Bandes complementàries col·locades a freqüències múltiples de la freqüència de 
Nyquist * ,| | 2
2
sn n
ω
>  (línies discontínues verticals de color magenta). 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa canviant alguns dels paràmetres que 
defineixen el Teorema del mostratge amb l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del 
submenú que apareix en pantalla).  
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla s’hi pot trobar aquesta fitxa: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
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 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Resposta Temporal 
 
 Període de Mostratge ( sT ) 
El programa permet modificar el període de mostratge ( sT ) col·locant-se sobre 
qualsevol de les mostres preses de la senyal sinus. 
Figura Resposta Freqüencial 
 
 Freqüència de Nyquist (±
2
sω ) 
El programa permet modificar la freqüència de Nyquist col·locant-se sobre aquesta, 
podent així ampliar o disminuir la banda primària segons convingui.  
 
 Freqüència de Mostratge (± sω ) 
(l’explicació és anàloga a la de la freqüència de Nyquist) 
 
7.2.4. Introducció a la representació en espai d’estats dels sistemes de temps 
discret 
1) Breu explicació teòrica:  
El mètode de la representació en espai d’estats es basa en la descripció interna del 
sistema en n equacions diferencials de primer ordre, que poden combinar-se en una equació 
matricial en diferències de primer ordre. Aquesta combinació permet simplificar en gran 
mesura la representació matemàtica dels sistemes d’equacions. 
Per a sistemes (lineals o no lineals) de temps discret variants en el temps, l’equació d’estat 
del sistema es pot escriure com: 
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[ ]kkukxfkx ),(),()1( =+ ,  (Eq. 8.8) 
on )(kx  és el vector d’estat (les seves n components són les variables d’estat) i )(ku  és el 
vector d’entrada (les seves r components són les entrades al sistema). 
i l’equació de sortida com: 
[ ]kkukxgky ),(),()( = ,  (Eq. 8.9) 
on )(ky  és el vector de sortida (les seves m components són les sortides del sistema) 
Si es restringeix l’estudi a sistemes invariants en el temps, llavors les dues equacions 
anteriors (anomenades equacions dinàmiques del sistema), es poden simplificar a: 
)(·)(·)(
)(·)(·)1(
kuDkxCky
kuBkxAkx
+=
+=+
  (Eq. 8.10) 
2) Pantalla: 
 
Fig. 8.6 Figures que apareixen per pantalla al obrir l’aplicació 
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Figura Pla z 
En aquesta figura s’han mapejat els pols (en forma de creu i de color vermell) de 
temps discret en el pla z. L’àrea del cercle que defineix la circumferència de radi la unitat 
(zona estable d’ubicació dels pols) s’ha pintat de color groc.  
Figura Selecció paràmetres 
 Apareixen tres sliders que permeten modificar els valors de les constants que formen 
la matriu B de l’equació de la dinàmica ( )(·)(·)1( kuBkxAkx +=+ ) de les equacions d’estat 






=
2
1
b
b
B  i de l’entrada constku =)( .  
Figura Pla de fase (entrada nul·la (u=0)) 
 En aquesta figura s’han dibuixat els retrats de fase (variable d’estat )(2 kx  en l’eix 
vertical i )(1 kx  en l’eix horitzontal) del sistema format pels pols de temps discret. Cada una 
de les trajectòries que apareixen es corresponen amb unes condicions inicials de les 
variables d’estat diferents. Cada un d’aquests punts d’inici de les trajectòries ))0(),0(( 21 xx  
s’ha pintat en forma de cercle (d’igual color que les seves corresponents trajectòries). 
Els retrats de fase dibuixats es corresponen amb el sistema de la forma: 






=





+
+
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·)1(
)1(
2
1
2
1
kx
kx
A
kx
kx
 (entrada nul·la, 0)( =ku ). 
Figura Pla de fase (entrada no nul·la (u~=0)) 
 D’igual manera que en el cas de la figura anterior, en aquesta s’han dibuixat els 
retrats de fase del sistema format pels pols de temps discret, però en aquest cas el valor de 
l’entrada és no nul ( 0)( ≠ku ). D’aquesta manera, els retrats de fase dibuixats es 
corresponen amb el sistema de la forma: )(·)(
)(
·)1(
)1(
2
1
2
1
2
1 ku
b
b
kx
kx
A
kx
kx






+

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


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




+
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Figura Respostes temporals (entrada nul·la (u=0)) 
 Dibuix de les evolucions temporals de les variables d’estat ))(),(( 21 kxkx  per a 
cadascuna de les parelles de condicions inicials. La corresponent evolució temporal de la 
primera variable d’estat ( )(1 kx ) s’ha pintat en forma de creus, mentre que la corresponent a 
la segona variable d’estat ( )(2 kx ) s’ha dibuixat en forma de cercles. Els colors utilitzats es 
corresponen amb el color de les trajectòries del pla de fases.. 
A més, també s’han afegit els punts inicials de cada un dels senyals (un cercle per )0(1 =kx  
i una creu per la de )0(2 =kx , ambdós d’un color més intens que els corresponents símbols 
de les respostes) damunt l’eix vertical, que permeten modificar les condicions inicials de les 
variables d’estat. 
Les evolucions temporals de les variables d’estat es corresponen amb el sistema de la 
forma: 





=





+
+
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·)1(
)1(
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2
1
kx
kx
A
kx
kx
 (entrada nul·la, 0)( =ku ). 
Figura Respostes temporals (entrada no nul·la (u~=0)) 
 D’igual manera que en el cas de la figura anterior, en aquesta s’han dibuixat les 
evolucions temporals de les variables d’estat ))(),(( 21 kxkx , però en aquest cas el valor de 
l’entrada és no nul ( 0)( ≠ku ). D’aquesta manera, les evolucions temporals de les variables 
d’estat es corresponen amb el sistema de la forma: )(·)(
)(
·)1(
)1(
2
1
2
1
2
1 ku
b
b
kx
kx
A
kx
kx


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3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant la posició dels pols de temps 
discret amb l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en 
pantalla), així com modificar el valor de les condicions inicials de les variables d’estat 
(manipulant els cercles dels plans de fase i els símbols ubicats en 0=k  de les respostes 
temporals). 
A l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla, es faciliten alguns exemples 
que mostren diferents disposicions dels pols de temps discret dels sistemes de segon ordre: 
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 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 [focus estable]: el punt d’equilibri del sistema es correspon amb un focus 
estable (sistema estable). 
 [focus inestable]: el punt d’equilibri del sistema es correspon amb un focus 
inestable (sistema inestable). 
 [centre]: el punt d’equilibri del sistema es correspon amb un centre (sistema 
marginalment estable). 
 [node estable]: el punt d’equilibri del sistema es correspon amb un node 
estable (sistema estable). 
 [node inestable]: el punt d’equilibri del sistema es correspon amb un node 
inestable (sistema estable). 
 [port/punt de sella]: el punt d’equilibri del sistema es correspon amb un port o 
punt de sella (sistema inestable). 
 [node d’una tangent]: el punt d’equilibri del sistema es correspon amb un node 
tangent a les trajectòries (sistema estable). 
 Respostes Temporals (x1(k),x2(k)): activa les figures on apareixen les 
evolucions temporals de les variables d’estat ))(),(( 21 kxkx  
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
 
Figura Pla z 
 
 Parella de pols de temps discret (creuetes de color vermell) 
Tant quan s’està damunt d’algun pol amb el cursor, com si aquest s’està manipulant, 
apareixen les seves coordenades i el valor del seu mòdul a la barra inferior que apareix per 
pantalla. 
Figura Selecció paràmetres 
 En aquesta figura els elements manipulables són els següents: 
 
 Slider constants matriu B: ]20,20[, 21 −∈bb   
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 Slider entrada del sistema: ]3,3[−∈u   
Figures Pla de fase (entrada nul·la (u=0))/Pla de fase (entrada no nul·la (u~=0)) 
  
 Condicions inicials de les variables d’estat ( ))0(),0(( 21 == kxkx ): punts inicials de 
les trajectòries dels retrats de fase (cercles del mateix color que les seves trajectòries 
associades). 
Tant quan s’està damunt d’algun dels cercles indicadors de les condicions inicials 
amb el cursor, com si s’estan manipulant, apareixen les seves coordenades a la barra inferior 
que apareix per pantalla. 
Figures Respostes temporals (entrada nul·la (u=0))/Respostes temporals (entrada no 
nul·la (u~=0)) 
 
 Condicions inicials de les variables d’estat ( ))0(),0(( 21 == kxkx ): punts inicials de 
les evolucions temporals de les variables d’estat (creuetes i cercles del mateix color 
que les seves evolucions temporals associades respectivament, ubicades damunt 
l’eix vertical). 
Tant quan s’està damunt d’algun de les creuetes com dels cercles indicadors de les 
condicions inicials amb el cursor, com si s’estan manipulant, apareixen les seves 
coordenades a la barra inferior que apareix per pantalla. 
 
7.2.5. El concepte de la resposta freqüencial (en estat estacionari) en 
sistemes de temps discret 
1) Breu explicació teòrica:  
L’estudi dels sistemes de control digital en el domini de la freqüència es basa 
fonamentalment en l’extensió de totes les tècniques ja existents dissenyades per l’anàlisi de 
sistemes de temps continu. Mentre que en el domini de la transformada de Laplace, l’anàlisi 
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freqüencial es basa en el canvi ω·js = , en el domini z, el canvi és 
)··exp()·exp( ss TjTsz ω== , on sT  és el període de mostratge. 
La resposta (en estat estacionari) d’un sistema LTI a un senyal d’entrada sinusoïdal és una 
sinusoide de la mateixa freqüència però de diferent amplitud i fase,  
Senyal d’entrada: )··sin()( eee tAty φω +=   (Eq. 8.11) 
Senyal de sortida: )··sin()( sss tAty φω +=   (Eq. 8.12) 
on l’amplitud i la fase del senyal de sortida es corresponen amb: 

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
−=
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

=+=
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ses
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TjzGAA
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ωφφ
ω
))·(arg(
/)·(
)))··exp((arg(
))··exp((·
 (Eq. 8.13) 
Així doncs, la funció de transferència isòcrona ( )·( ωjG ), funció complexa de la freqüència 
ω , queda caracteritzada pel seu guany i l’angle de la seva fase, amb la freqüència com a 
paràmetre. Dues de les representacions que més s’empren per a poder-la representar són el 
diagrama de Nyquist i el diagrama de Bode. 
 
Diagrama de Nyquist (diagrama polar) 
El diagrama de Nyquist d’una funció de transferència ))··exp(( sTjzG ω= ,  és un 
gràfic del guany de )·( ωjG  respecte l’angle de la fase de )·( ωjG  en coordenades polars, 
variant ω  des de 0 fins a l’infinit. 
Cada punt d’aquest diagrama representa l’extrem d’un vector de mòdul )·( ωjG  i angle 
))·(arg( ωjG  en un valor determinat de ω . 
Un dels avantatges d’aquest diagrama és que representa, en un mateix gràfic, les 
característiques de la resposta freqüencial d’un sistema en tot el rang de freqüències. Per 
altra banda, un dels desavantatges és que no indica de manera clara la contribució de tots 
els factors individuals de la funció de transferència de llaç obert (cosa que sí ens mostren els 
diagrames de Bode). 
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Diagrama de Bode 
 Un diagrama de Bode està format per dues gràfiques, el primer es correspon amb el 
gràfic de l’amplitud ( )·( ωjG ) i el segon amb el de l’angle de la fase ( ))·(arg( ωjG ), en 
general de la funció de transferència de llaç obert, ambdós contra la freqüència ω . 
2) Pantalla: 
 
Figura Resposta Temporal 
En aquesta figura es mostren els senyals d’entrada i de sortida ( )(tye  i )(tys , 
respectivament) mostrejats. 
 
• Senyal d’entrada mostrejat (cercles de color negre). 
• Impulsos senyal d’entrada mostrejat (línies verticals de color negre). 
• Sinusoide d’entrada contínua (cosinus de color negre). 
• Senyal de sortida mostrejat (cercles de color vermell) 
• Impulsos senyal de sortida mostrejat (línies verticals de color vermell). 
Fig. 8.7 Figures que apareixen per pantalla al obrir l’aplicació 
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• Sinusoide de sortida contínua (cosinus de color vermell) 
• Barra vertical indicadora del guany (barra de color blau) per un valor 
determinat de freqüència ω . 
• Barra horitzontal indicadora de la fase (barra de color verd) per un valor 
determinat de freqüència ω . 
Figura Diagrama Nyquist 
 En aquesta figura s’ha representat el diagrama de Nyquist del sistema de temps 
discret )·( ωjG . Així es té: 
 
• Diagrama polar del sistema de temps discret (de color magenta). 
• Vector de guany i de fase del sistema de temps discret (barra de color blau) 
per un valor determinat de freqüència ω . 
• Arc indicador de l’angle de la fase (arc de color verd). 
Com a referència, també s’ha afegit la circumferència de radi la unitat (de color blau cel). 
Figura Bode Guany [unitats guany] (escala) 
 Representació del diagrama real de guanys del sistema de temps discret. Tant les 
unitats de l’eix de guanys (eix vertical) com les de l’eix de les freqüències (eix horitzontal) 
poden modificar-se (veure apartat 3) d’aquesta fitxa). 
 
• Corba de guany del sistema de temps discret (corba de color blau) 
• Barra vertical indicadora del guany per un valor determinat de freqüència ω  (barra de 
color blau) 
Figura Bode Fase [unitats fase] (escala) 
 Representació del diagrama real de fases del sistema de temps discret. Tant les 
unitats de l’eix de fases (eix vertical) com les de l’eix de les freqüències (eix horitzontal) 
poden modificar-se (veure apartat 3) d’aquesta fitxa). 
 
• Corba de fase del sistema de temps discret (corba de color verd) 
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• Barra vertical indicadora de l’angle de la fase per un valor determinat de freqüència 
ω  (color verd) 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant el guany i la fase amb 
l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla).  
A més, a l’opció Settings del menú superior que apareix per pantalla, es faciliten les següents 
opcions: 
 Reset (G(z) = 1.5/(z+0.1)): disposició de les figures que apareix per defecte al 
obrir l’aplicatiu. 
 Escala de freqüències logarítmica: permet modificar les unitats de l’eix de 
freqüències dels diagrames de Bode (escala lineal/escala logarítmica). 
 Escala Bode guany [dB]: permet modificar les unitats de l’eix de guanys 
(guany en escala lineal/guany en decibels). 
 Escala Bode fase [graus]: permet modificar les unitats de l’eix de fases (fase 
en radiants/fase en graus). 
 G(z) = 0.5/(z^2+0.4·z+0.29): exemple per defecte. 
 G(z) = 0.5/((z+0.8)·(z^2+0.4·z+0.29)): exemple per defecte. 
 G(z) = 1/((z-0.1)·(z-0.2)·(z-0.3)): exemple per defecte. 
 G(z) = -(z+0.5)/((z-0.1)·(z-0.2)·(z-0.3)): exemple per defecte. 
 Sinusoides contínues: activa el dibuix dels senyals d’entrada/sortida de forma 
contínua. 
 Impulsos senyals de temps discret: activa dibuixos dels impulsos dels senyals 
d’entrada/sortida en els instants de mostratge. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Resposta Temporal 
 Si ens col·loquem amb el cursor damunt de qualsevol de les dues barres indicadores 
del guany i del desfasament entre senyals, apareixen a la barra inferior que apareix per 
pantalla, els valors del guany i del desfasament a la freqüència ω .  D’altra banda, si s’està 
damunt d’alguna de les mostres (cercles de color negre/vermell) apareix el valor del període 
de mostratge (considerat constant i sTs 1= ). 
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Figura Diagrama Nyquist 
 
 Cercle col·locat a l’extrem del vector de guany i de fase del sistema de temps discret 
(cercle de color blau). 
La manipulació d’aquest cercle per damunt del diagrama polar permet la modificació 
dels valors del guany i de la fase.  
Tant en el cas en què s’estigui manipulant com si s’hi està al damunt amb el cursor, 
apareixen a la barra inferior que apareix per pantalla, el corresponent valor de la freqüència 
ω  on es troba el cercle i les coordenades d’aquest en el pla complex.  
Figura Bode Guany [unitats guany] (escala) 
 
 Barra vertical indicadora del guany a una freqüència ω  [rad/s] (barra de color blau) 
Ja sigui manipulant com si ens col·loquem amb el cursor damunt de la barra 
indicadora del guany, apareixen a la barra inferior que apareix per pantalla, el valor de ω  on 
es troba ubicada la barra i el del guany pel valor de ω .  
Figura Bode Fase [unitats fase] (escala) 
 
 Barra vertical indicadora l’angle de la fase a una freqüència ω  [rad/s] (color verd). 
Ja sigui manipulant com si ens col·loquem amb el cursor damunt de la barra 
indicadora de la fase, apareixen a la barra inferior que apareix per pantalla, el valor de ω  on 
es troba ubicada la barra i el de l’angle de la fase pel valor de ω . 
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7.2.6. El criteri de Nyquist: el criteri simplificat de Bode (sistemes de temps 
continu de segon ordre) 
1) Breu explicació teòrica:  
 El Criteri d’estabilitat de Nyquist és una eina que permet determinar l’estabilitat del 
sistema de llaç tancat a partir de la funció de transferència del sistema de llaç obert ( )(sL ).  
Es defineix l’equació PNZ += , on: 
× Z: és el número d’arrels de 0)(1 =+ sL  ubicades en el semipla dret 
del pla s (arrels amb la seva part real positiva). 
× P: és el número de pols de )(sL  ubicades en el semipla dret del pla s 
(pols amb la seva part real positiva). 
× N: és el número de semi-voltes que descriu la corba polar de  )(sL  
( )·( ωjsL = , [ ]∞∈ ,0ω ) al voltant del punt 0·1 j+− , prenent com a 
positiu el sentit horari del recorregut de la corba.  
D’aquesta manera, si 0=Z  es pot concloure que el sistema és estable en llaç tancat (si  
0>Z  el sistema és inestable en llaç tancat) 
 
Per altra banda, el marge de guany i el marge de fase són dues de les especificacions en el 
domini de la freqüència, relacionades amb l’estabilitat dels sistemes de llaç tancat, que ens 
indiquen ‘quant lluny estem de l’estabilitat’. 
Marge de guany 
En general, el marge de guany gK es defineix com: 
[ ]dBjsLK g 





=
= )·(
1
·log20 10 ω
  (Eq. 8.14) 
El guany )·( ωjsL =  és el guany de la funció de transferència isòcrona )·( ωjL  del sistema 
en llaç obert, avaluat en el punt on la corba polar de Nyquist creua amb l’eix real negatiu. La 
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freqüència cω  és la freqüència de tall en aquest punt; on la fase de )·( ωjL  és de -pi  
( [ ]radjL c piω −=))·(arg( ). 
Marge de fase 
El marge de fase es defineix com: 
[ ]radjL piωγ += ))·(arg(   (Eq. 8.15) 
Per a poder determinar el marge de fase, primer s’ha de localitzar el punt on el guany de la 
funció de transferència )·( ωjL  és igual a la unitat dBjL g 0)1(log*20)·( 10 ==ω . Aquest 
punt pot trobar-se fent la intersecció de la corba de Nyquist i la circumferència de radi la 
unitat. 
 
Important: El marge de guany i el marge de fase només ens donen informació sobre 
l’estabilitat del sistema en llaç tancat sempre i quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de 
Bode. Aquest criteri, cas particular del Criteri de Nyquist ( PNZ += ), és aplicable sempre i 
quan la funció de transferència en llaç obert no tingui cap pol fóra del cercle unitat ( 0=P , 
sistema estable en llaç obert). 
Així, el sistema serà estable en llaç tancat sempre i quan es compleixi que: 
1,0)(
0
>>
>
gg KdBK
γ
  (Eq. 8.16) 
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2) Pantalla:  
 
Figura Selecció paràmetres 
 En aquesta figura apareix representada la funció de transferència del sistema de 
temps continu en llaç obert )(sL  d’aquest aplicatiu. Apareixen també els diferents sliders que 
permeten modificar-ne els seus paràmetres. 
Figura Bode Guany  
En aquesta figura es representa la corba de guanys de la funció isòcrona del sistema 
de temps continu en llaç obert )·( ωjsL =  (corba de color magenta). En cas d’haver-se 
seleccionat (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), i sempre i quan el sistema no tingui retard 
( st 00 = ), es visualitza el diagrama asimptòtic de guany de Bode (línies discontínues de 
color magenta). 
A més, sempre i quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de Bode ( 0=P ), apareixen 
dibuixats els següents elements: 
Fig. 8.8 Figures que apareixen per pantalla al obrir l’aplicació 
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• Marges de guany de )·( ωjsL =  a les freqüències cω  (línies verticals de color 
vermell) 
• Línies de referència on la corba de fases talla a -180º (línies verticals de color groc) 
• Punts de tall de la corba de guanys a 0 dB’s (cercles de color gris) 
Nota: En el cas en què 0≠P , el títol de la figura canvia a ‘Bode Guany (Criteri Simplificat de 
Bode NO Aplicable)’ 
Figura Bode Fase [graus] 
En aquesta figura es representa la corba de fases de la funció isòcrona del sistema 
de temps continu en llaç obert )·( ωjsL =  (corba de color magenta). En cas d’haver-se 
seleccionat (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), i sempre i quan el sistema no tingui retard 
( st 00 = ), es visualitza el diagrama asimptòtic de fase de Bode (línies discontínues de color 
magenta). Per tenir de referència, s’ha pintat una línia horitzontal ubicada a -180º  (línia 
discontínua de color blau). 
A més, sempre i quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de Bode ( 0=P ), apareixen 
dibuixats els següents elements: 
 
• Marges de fase de )·( ωjsL =  a les freqüències gω  (línies verticals de color verd) 
• Línies de referència on la corba de guanys talla a 0 dB’s (línies verticals de color gris) 
• Punts de tall de la corba de fases a -180º (cercles de color groc) 
Nota: En el cas en què 0≠P , el títol de la figura canvia a ‘Bode Guany (Criteri Simplificat de 
Bode NO Aplicable)’ 
Figura Diagrama de Nyquist (N,P,Z) 
En aquesta figura s’ha representat el diagrama polar de la funció de transferència 
isòcrona del sistema de temps continu en llaç obert )·( ωjL  (corba de color magenta) en 
l’interval de freqüències [ ])(),(0 fi ∞∈ω . Per tenir de referència s’ha pintat també la 
circumferència de radi la unitat (de color blau cel). 
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Quan es pugui aplicar el Criteri Simplificat de Bode ( 0=P ), apareixen dibuixats els marges 
de guany (línies horitzontals de color vermell) damunt l’eix real (-180º) i els de fase (arcs de 
color verd) damunt la circumferència de radi la unitat ( dB0)1(·log20 10 = ). 
Nota: en aquesta figura, el seu títol és interactiu, de manera que es pot visualitzar com es 
van actualitzant els valors de Z,N i P. 
Figura Resposta Indicial en Llaç Obert (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura es representa la sortida del sistema (senyal de color blau) de llaç 
obert ( )(sL ) i el senyal de referència (senyal de color blau cel).  
Figura Resposta Indicial en Llaç Tancat (entrada graó unitari) 
L’explicació dels elements que es representen en aquesta darrera figura és anàloga a 
la de la figura anterior. En aquest cas, però, es representa la resposta del sistema de temps 
continu de llaç tancat )(1
)()(
sL
sL
sG
+
= . 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant els valors que defineixen la 
funció de transferència del sistema de temps continu en llaç obert ( )(sL ) mitjançant els 
sliders que es faciliten. 
A més, en el menú Settings que apareix a la barra superior que apareix per pantalla, s’hi pot 
trobar: 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Exemple I: exemple il·lustratiu de l’aplicatiu. 
 Exemple II: exemple il·lustratiu de l’aplicatiu. 
 Diagrames asimptòtics Bode (retard nul): permet activar els diagrames 
asimptòtics de Bode (de guany i de fase) quan el retard del sistema és nul 
( st 00 = ). 
 Resposta Temporal: permet habilitar/deshabilitar les figures on es representa 
la resposta temporal (en llaç obert i tancat). 
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 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Selecció paràmetres 
Els diferents sliders que apareixen en aquesta figura permeten modificar els 
paràmetres següents: 
 
 Guany de )(sL : K ∈ [0,2] 
 Zero real: a∈ [-2,2] 
 Pols reals: b1, b2∈ [-2,2] 
 Retard pur: 0t ∈ [-5,10] segons 
Figura Bode Guany  
 
 Guany K  de )(sL  
En aquesta figura es dóna la possibilitat de variar el guany K  de )(sL . Qualsevol 
punt de la corba de guanys relaciona directament el valor de la constant de proporcionalitat. 
Així, si ens col·loquem damunt de qualsevol punt del diagrama de guanys, es pot modificar el 
valor de K  arrastrant la corba cap amunt (si es vol augmentar el guany) o cap avall (si es vol 
disminuir). 
Ja sigui en el cas en què estiguem manipulant la corba, com si estem damunt d’ella amb el 
cursor, apareixen a la barra inferior que apareix per pantalla, els valors de la freqüència 
associada [ ]srad / , de la constant K  i del guany [ ]dB  . 
Per últim, si ens col·loquem damunt les línies de referència on es defineixen els marges de 
guany, apareixen els valors de cω  [ ]srad /  i els seus valors [ ]dB . 
Figura Bode Fase [graus] 
 
 Retard pur del sistema )(sL  
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En aquesta figura es dóna la possibilitat de variar el retard pur de )(sL . Qualsevol 
punt de la corba de fases es pot relacionar amb el retard pur del sistema. Així, si ens 
col·loquem damunt de qualsevol punt del diagrama de fases, es pot  modificar el valor de 0t  
arrastrant la corba cap amunt (si es vol disminuir el número de retards) o cap avall (si es vol 
augmentar). 
Ja sigui en el cas en què estiguem manipulant la corba, com si estem damunt d’ella amb el 
cursor, apareixen a la barra inferior que apareix per pantalla, els valors de la freqüència 
associada [ ]srad / , del nombre de retards R i de la fase [ ]º  . 
Per últim, si ens col·loquem damunt les línies de referència on es defineixen els marges de 
fase, apareixen els valors de gω  [ ]srad /  i els seus valors [ ]º . 
 
7.2.7. El lloc geomètric de les arrels (sistemes de temps discret) 
1) Breu explicació teòrica:  
 Es tracta d’estudiar el lloc geomètric definit per les arrels de l’equació característica 
del sistema de llaç tancat al variar un paràmetre. En general, el paràmetre que es varia 
correspon a un controlador proporcional ( )K , col·locat en sèrie amb la planta )(zG p . Si la 
transmitància del sistema en llaç obert ve donada per 
 
∏
∏
=
=
−
−
====
nz
l
l
nz
i
i
DEN
NUM
p
DEN
NUM
pz
zzK
zL
zLK
zHzGK
zL
zL
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1
1
)(
)(·
)(
)(·)()·(·)(
)()(            (Eq. 8.17) 
z pertany al lloc geomètric si, i només si, z és un zero del polinomi )(·)( zLKzL NUMDEN +  
(polinomi característic), o el que és el mateix, si és una arrel de l’equació característica 
0)(·1 =+ zLK . El dibuix del lloc geomètric aprofita el coneixement dels zeros iz  (final del 
lloc geomètric) i els pols lp  (inici del lloc geomètric) de la transmitància de llaç obert )(zL  i 
en ell es representen les arrels de l’equació característica per a tots els valor de ),0[ ∞∈K . 
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La resposta temporal d’un sistema en anell tancat es relaciona estretament amb la 
localització dels pols en anell tancat. Si el sistema té un guany de llaç variable, la localització 
dels pols en anell tancat depèn del valor del guany de llaç escollit. Per tant, és important que 
el dissenyador conegui com es mouen els pols de llaç tancat (arrels del polinomi característic 
del sistema) a mesura que es va variant el valor del guany. 
Per a aquestes finalitats, el mètode del lloc geomètric de les arrels resulta molt útil.  
El lloc geomètric de les arrels per a sistemes de control digital  consta d’infinites còpies de la 
part del lloc geomètric que es troba a la banda principal (banda primària) del pla s de temps 
continu. És per això que en temps discret, resulta pràctic el traçat del lloc geomètric al pla z, 
tenint en compte la relació entre z i s donada per exp( · )z s T= . 
2) Pantalla: 
 
Figura ll.g.a (Lloc geomètric de les arrels) 
En aquesta figura s’ha dibuixat el lloc geomètric de les arrels de llaç tancat (pintat de 
color blau). La zona estable d’ubicació dels pols de temps discret (l’àrea del cercle de radi la 
unitat) s’ha pintat de color groc. 
Fig. 8.9 Figures que apareixen per pantalla al obrir l’aplicació 
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Entre les diferents opcions que es poden visualitzar (veure apartat 3) d’aquesta fitxa),   hi 
apareixen: 
 
• Zeros de la funció de transferència de llaç obert (cercles de color verd) [1] 
• Pols de la funció de transferència de llaç obert (creuetes de color vermell) [2] 
• Pols de la funció de transferència de llaç tancat (triangles de color negre) [3] 
• Asímptotes del lloc geomètric (línies discontínues de color blau cel) [4] 
• Centroide dels asímptotes del lloc geomètric (‘diamant’ de color magenta) [5] 
• Punts de bifurcació del lloc geomètric (quadrats de color magenta) [6] 
 
Per últim, s’han facilitat 3 botons que permeten afegir/treure (en forma de triangles de color 
negre) pols/zeros (quadrat de color vermell/verd) de llaç obert segons convingui. 
Nota: S’hi s’afegeixen zeros i pols amb l’opció que faciliten els botons que apareixen en 
aquesta figura, cal tenir en compte que s’han restringit dues possibles situacions: 
Fig. 8.10 Representació detallada dels elements de la figura 
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1) En cap cas es deixarà de visualitzar cap pol real o parella de pols complexes. En cas 
que es visualitzin els últims pols (ja sigui un pol real com una parella de pols 
complexes), apareixerà el següent missatge: ‘(Número mínim de pols)’. 
2) Per altra banda, s’ha procurat mantenir la causalitat del sistema global. Així, no es 
podrà ni afegir zeros ni treure pols, en cas que el sistema esdevingués acausal. En 
aquest cas, els missatges que apareixen són ‘(NO es poden afegir més zeros)’, o bé, 
‘(NO es pot treure aquest pol)’ i ‘(NO es poden treure aquests pols)’. 
Figura Resposta graó (entrada graó unitari) 
En aquesta figura s’ha dibuixat el senyal d’entrada (mostres preses en cada instant 
de mostratge, en forma de cercles de color blau cel) i la sortida de llaç tancat del sistema 
(mostres en forma de cercles de color blau). A més, si es selecciona (veure apartat 3) 
d’aquesta fitxa), es pot visualitzar la sortida mantinguda amb un mantenidor de d’ordre zero 
(senyal continu de color blau) entre instants de mostratge. 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa modificant el número (mitjançant l’ús 
dels botons que apareixen en el pla z) i la seva posició mitjançant l’opció Manipulate (icona 
amb forma de dit del submenú que apareix en pantalla) dels pols i els zeros de llaç obert. 
Amb la mateixa opció, també es poden modificar els pols de llaç tancat. 
Es dóna també la possibilitat d’introduir una funció de transferència de llaç obert qualsevol 
( )(zL ).  
En aquest aplicatiu s’han facilitat alguns exemples de funcions de transferència de llaç obert 
( )(zL ) que es poden seleccionar en el menú Settings que apareix a la barra superior que 
apareix per pantalla. En aquest menú s’hi pot trobar: 
 
 Reset (L(z) = (z+0.5)/(z^2-1.6·z+0.63)): permet tornar a la configuració inicial 
de les figures que apareixen per pantalla. 
 L(z) = (z^2+2·z+2)/ (z^2+0.4·z+0.13): exemple funció de transferència de llaç 
obert. 
 L(z) = (4·z^2+4·z+1)/(z^4+4·z^3+4·z^2+4·z+0.13): exemple funció de 
transferència de llaç obert. 
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 Dibuixar centroide i asímptotes: permet activar/desactivar el dibuix del 
asímptotes del lloc geomètric així com el del seu centroide. 
 Dibuixar punts de bifurcació: permet activar/desactivar el dibuix dels punts de 
bifurcació del lloc geomètric. 
 Sortida amb mantenidor d’ordre 0 (zoh): permet mantenir la resposta indicial 
de llaç tancat amb un mantenidor zoh. 
 Introduir zeros i pols: permet introduir zeros i pols i crear una nova funció de 
transferència de llaç obert ( )(zL ). 
 Introduir coeficients: permet introduir els coeficients del numerador i del 
denominador de )(zL . 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
La forma d’introduir el vector de zeros (z) i pols (p) de llaç obert i els coeficients del 
numerador i el denominador de la funció de transferència de llaç obert ( )(zL ) serà la 
següent: 
 Zeros i pols ( )(zL ): 1 1[ ,..., ],[ ,..., ]n mz z p p  
 Numerador i denominador ( )(zL ): 0 1 0 1[ , ,..., ],[ , ,..., ]n mb b b a a a , 
essent la funció de transferència de llaç obert 
m
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         (Eq. 8.18) 
Figura ll.g.a (Lloc geomètric de les arrels) 
 En aquesta figura, com s’ha comentat, es poden manipular els següents elements: 
 
 Zeros de la funció de transferència de llaç obert (cercles de color verd) 
 Pols de la funció de transferència de llaç obert (creuetes de color vermell) 
 Pols de la funció de transferència del sistema de llaç tancat (triangles de color negre) 
 Botó de selecció pol/zero (quadrat de color vermell/verd) 
 Botons afegir/treure zeros i pols (triangles de color negre) 
Ja sigui quan s’estan manipulant, com si s’hi està al damunt amb el cursor, apareixen les 
coordenades dels zeros i dels pols a la barra inferior que apareix per pantalla. En el cas en 
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què es manipulin els pols de llaç tancat, es pot consultar el valor de la constant K  associada 
a la posició d’aquests pols. 
Per altra banda, i en cas de visualitzar-se, si ens col·loquem amb el cursor damunt del 
centroide o dels punts de bifurcació, podem consultar també el valor de les seves 
coordenades d’igual manera. 
 
7.2.8. Disseny d’un compensador d’avanç de fase de temps discret 
mitjançant la tècnica del lloc geomètric 
1) Breu explicació teòrica:  
El compensador d’avanç de fase presenta la següent forma genèrica: 
c
c
cc pz
zz
KzG
−
−
=)( . Per tal que sigui un compensador d’avanç de fase cal que compleixi les 
següents restriccions: cccc zpzp <<<− ,1,1  (aquestes restriccions garanteixen que el 
sistema és de fase mínima (el pol i el zero són dins el cercle de radi la unitat) i que el pol 
estigui ubicat a l’esquerra del zero). 
Per dissenyar el compensador es suposa que es disposa d’una planta de la forma: 
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  (Eq. 8.19) 
, i que l’objectiu és fixar uns pols de llaç tancat ( dz ). 
Doncs bé, els passos a seguir per dissenyar el compensador (es tenen tres incògnites) 
mitjançant la tècnica del lloc geomètric són els següents: 
 
1) S’aplica la condició d’angle. 
Per tal que dz  pertanyi al lloc geomètric de les arrels s’ha de complir que: 
radzGzGzG pcdpdcdp piθθ =−+=+ )())(arg())(arg())(arg( , (Eq. 8.20) 
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 on )arg(),arg( cdpcdc pzzz −=−= θθ  
 
2) Es fixa el pol ( cp ) i el zero ( cz ) del compensador. Algunes maneres de fer-ho són: 
 
2.1) Cancel·lar un pol (o un zero) de la planta 
Es col·loca el zero (o el pol) del compensador sobre un pol (o un zero) de la planta. 
Cal tenir en compte que només es poden cancel·lar pols estables ja que sinó el sistema 
no seria internament estable. 
2.2) Fixar la precisió ( vp KK ,  i aK ) 
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  (Eq. 8.21) 
2.3) Equidistribució 
Es col·loquen els pols i els zeros equidistribuïts respecte la posició de dz , de tal 
manera que: 
radcp piθθ =+   (Eq. 8.22) 
 
3) S’aplica la condició de mòdul.  
Per tal que dz  sigui un pol de llaç tancat cal verificar:  
1)(·)(· =dpdcc zGzGK    (Eq. 8.23) 
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Finalment, un cop aplicat aquest procediment de disseny, i trobats els 3 paràmetres que 
defineixen el compensador d’avanç de fase ( cc zK ,  i cp ), cal verificar que el sistema de llaç 
tancat compleix amb les especificacions. 
2) Pantalla:  
 
Figura Selecció Disseny Compensador 
 En aquesta primera figura apareixen els botons que permeten seleccionar quina 
tècnica es vol aplicar a l’hora de dissenyar el compensador. Així, apareixen els següents 
botons de selecció: 
 
• Botó de selecció de la tècnica de l’equidistribució (quadrat de color vermell) 
• Botó de selecció de la tècnica mitjançant la fixació de la precisió (quadrat de 
color verd) 
• Botó de selecció de la tècnica mitjançant la cancel·lació d’un pol de la planta 
(quadrat de color magenta) 
• Botó de selecció ‘compensador lliure’ (quadrat de color negre) 
Fig. 8.11 Figures que apareixen per pantalla al obrir l’aplicació 
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Per altra banda, sempre i quan es puguin aplicar les tècniques mencionades, apareix també 
l’expressió interactiva del compensador d’avanç que s’hagi dissenyat (del mateix color que el 
botó de selecció de la tècnica de disseny seleccionada). 
En el cas en què la tècnica seleccionada sigui la que es realitza mitjançant la fixació de la 
precisió del sistema, apareix també un slider que permet modificar-ne la corresponent 
constant de precisió ( vp KK , o aK  si la planta té cap, un o dos integradors purs, 
respectivament).  
 
• Slider de la constant de precisió 2iK  (de color verd) 
Pot consultar-se també, entre parèntesis, el valor de l’increment de la constant de precisió 
aplicat ( 12 iii KKK −=∆ ). 
Nota: Quan el pol del compensador es troba a la dreta del zero ( cc pz < ), apareix el següent 
missatge: ‘NO ÉS UN COMPENSADOR PER AVANÇ DE FASE (pol>zero)’. 
Figura ll.g.a. (Lloc geomètric de les arrels) 
 En aquesta figura es representen els següents elements: 
 
• Lloc geomètric de les arrels de la planta de temps discret (de color blau fosc) 
• Lloc geomètric de les arrels del sistema de temps discret compensat (del 
mateix color que el botó de selecció de la tècnica de disseny aplicada) 
Quan s’ha seleccionat alguna de les tres primeres tècniques de disseny (equidistribució, 
precisió o cancel·lació pol), es pinten els pols desitjats ( dz ): 
 
• Pols de llaç tancat desitjats del sistema compensat (triangles de color vermell) 
Per últim, i en cas d’haver-se’n seleccionat la seva visualització (veure apartat 3) d’aquesta 
fitxa), es representen també: 
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• Pols de la planta de temps discret (creus de color blau fosc) 
• Zeros de la planta de temps discret (cercles de color blau fosc) 
• Pol del compensador (creu de color blau clar) 
• Zero del compensador (cercle de color blau clar) 
• Pols de llaç tancat del sistema compensat (triangles de color negre) 
La zona estable d’ubicació dels pols (àrea limitada per la circumferència de radi la unitat) s’ha 
pintat de color groc. 
Figura Resposta al graó (entrada graó unitari) 
 En aquesta figura es representen les respostes indicials dels sistemes sense 
compensar (cercles de color blau) i compensat (cercles del mateix color que el botó de 
selecció de la tècnica de disseny aplicada) de llaç tancat. Es dibuixa també el senyal de 
referència (cercles de color blau clar). 
En el cas d’haver-ho seleccionat (veure apartat 3) d’aquesta fitxa), es poden visualitzar les 
respostes mantingudes amb un mantenidor d’ordre zero (zoh). 
Figura Diagrama Nyquist 
 En aquesta figura apareixen els diagrames de Nyquist del sistema sense compensar 
(corba polar de color blau) i del sistema compensat (corba polar del mateix color que el botó 
de selecció de la tècnica de disseny aplicada). 
Figura Diagrama Bode Guany 
 En aquesta figura es visualitzen els diagrames de Bode de guany del sistema sense 
compensar (diagrama de color blau) i del sistema compensat (diagrama del mateix color que 
el botó de selecció de la tècnica de disseny aplicada). 
S’ha pintat una línia vertical de referència (de color negre) ubicada a sT/piω = , essent sT  el 
període de mostratge. 
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Figura Diagrama Bode Fase [graus] 
 L’explicació dels elements que apareixen en aquesta figura és anàloga a la de la 
figura anterior. En aquest cas, però, els diagrames representats es corresponen amb els 
diagrames de Bode de fase. 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb l’aplicatiu seleccionant quina tècnica de disseny vol 
aplicar a l’hora de dissenyar el compensador mitjançant l’opció Manipulate (icona amb forma 
de dit del submenú que apareix en pantalla).  
Per altra banda, en aquest aplicatiu s’han facilitat alguns exemples de plantes de temps 
discret ( )()( zGzG p= ) que es poden seleccionar en el menú Settings que apareix a la barra 
superior que apareix per pantalla. En aquest menú s’hi pot trobar: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 G(z)=0.043·(z+0.971)/((z-1)·(z-0.915)): exemple planta de temps discret. 
 G(z)=0.037·(z+0.718)/((z-0.989)·(z-0.372)): exemple planta de temps discret. 
 G(z)=0.012·(z+0.967)/((z-1)·(z-0.905)): exemple planta de temps discret. 
 G(z)=0.019·((z+3.261)·(z+0.245))/((z-1)·(z^2-1.289·z+0.637)): exemple planta 
de temps discret. 
 G(z)=0.010·((z+0.915)·(z+6.52e-4))/(z·( z-1)·(z-0.606)):  exemple planta de 
temps discret. 
 Dibuixar zeros i pols planta: permet activar/desactivar el dibuix dels zeros i els 
pols de )(zGp . 
 Dibuixar zero i pol compensador: permet activar/desactivar el dibuix del zero 
( cz ) i el pol ( cp ) del compensador. 
 Dibuixar pols de llaç tancat: permet activar/desactivar el dibuix dels pols de 
llaç tancat del sistema compensat. 
 Sortida amb mantenidor d’ordre 0 (zoh): permet mantenir les respostes 
indicials de llaç tancat amb un mantenidor zoh. 
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 Resposta Freqüencial: permet habilitar/deshabilitar les figures on apareixen 
els diagrames de Nyquist i Bode. 
 Introduir pols de llaç tancat desitjats: permet especificar els pols de llaç tancat 
desitjats ( dz ) en les tècniques de disseny. 
 Introduir paràmetres compensador: permet introduir els paràmetres que 
defineixen el compensador ( cc zK ,  i cp ). 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
La forma d’introduir els pols de llaç tancat desitjats ( dz ) i els paràmetres que defineixen el 
compensador ( cc zK ,  i cp ) serà la següent: 
 Pols de llaç tancat desitjats: [ ],..., 21 dd zz  
 Paràmetres del compensador: [ ]ccc pzK ,,  
A continuació, es detalla més detingudament quins són els elements manipulables en cada 
situació: 
Figura Selecció Disseny Compensador 
 Com ja s’ha comentat, en aquesta figura s’escull, mitjançant l’ús dels botons, la 
tècnica de disseny per implementar el compensador: 
 
 Botó de selecció de la tècnica de l’equidistribució (quadrat de color vermell) 
 Botó de selecció de la tècnica mitjançant la fixació de la precisió (quadrat de color 
verd) 
 Slider de la constant de precisió 2iK  (de color verd): [ ]112 ·25;·75.0 iii KKK ∈  
 Botó de selecció de la tècnica mitjançant la cancel·lació d’un pol de la planta 
(quadrat de color magenta) 
 Botó de selecció ‘compensador lliure’ (quadrat de color negre) 
Figura ll.g.a. (Lloc geomètric de les arrels) 
 Segons quina sigui l’opció seleccionada, aquests són els elements manipulables 
d’aquesta figura: 
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 Opció fixació de la precisió seleccionada: 
 Pols de llaç tancat desitjats (triangles de color vermell) 
Quan són manipulats, pot consultar-se el valor de les seves coordenades, així com el valor 
de la constant de proporcionalitat K  ( 0)(·1 =+ dp zGK ), a la barra inferior que apareix per 
pantalla. 
 
 Opció cancel·lació pol seleccionada: 
 Pol cancel·lat de la planta de temps discret (creu de color blau fosc) 
Per determinar quin pol de la planta es vol cancel·lar, només cal prémer damunt qualsevol 
pol de la planta de temps discret (creus de color blau fosc).  En cas de voler cancel·lar un pol 
inestable de la planta, apareixerà a la barra inferior que apareix per pantalla el següent 
missatge: ‘El pol a cancel·lar ha de ser estable’, impossibilitant-ne l’acció. Allà mateix, pot 
consultar-se’n la seva coordenada real. 
 
 Opció ‘compensador lliure’ seleccionada: 
 Pol del compensador (creu de color blau cel) 
 Zero del compensador (cercle de color blau cel) 
 Pols de llaç tancat del sistema compensat (triangles de color negre) 
Quan són manipulats, apareix el valor de les seves coordenades a la barra inferior que 
apareix per pantalla, i en el cas dels pols de llaç tancat, pot consultar-se també el valor de la 
constant de proporcionalitat K  ( 0)()·(·1 =+ zGzGK pc ). 
 
 Pols de la planta de temps discret (creus de color blau fosc) 
 Zeros de la planta de temps discret (cercles de color blau fosc) 
 
Per últim, tot i que no se’n permet la seva manipulació, si ens col·loquem amb el cursor 
damunt els pols i el els zeros de la planta de temps discret, també se’n pot consultar el valor 
de les seves coordenades. 
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7.2.9. L’efecte Anti-windup 
1) Breu explicació teòrica:  
 Un controlador amb part integral combinat amb un actuador de saturació pot donar 
alguns efectes indesitjables. Quan el senyal d’error del sistema és prou gran com perquè la 
variable de control saturi l’actuador, el llaç de realimentació del sistema es trenca (treballa en 
llaç obert) perquè l’actuador roman saturat tot i que la sortida del sistema variï. 
L’integrador, essent un sistema marginalment estable, continua integrant i pot assolir valors 
molt elevats. Quan l’error es redueix, la part integral també comença a reduir-se però des 
d’uns valors molt grans. Això pot conduir a temps elevats fins que s’aconsegueixi un altre cop 
l’estabilitat del sistema. Aquest efecte és el que s’anomena efecte windup. 
Hi ha diferents possibilitats per pal·liar aquest efecte. Una possibilitat és aturar temporalment 
la part integral del controlador quan l’actuador està saturat. Un altre mètode és afegir un llaç 
extra de realimentació que mesura la diferència entre la sortida de l’actuador i la sortida del 
controlador, alimentant la part integral del controlador a través d’un guany K.  
D’aquesta manera, aquest nou llaç no actua quan l’actuador no està saturat (part lineal del 
bloc de saturació) i, en canvi, quan està saturat, aquest llaç intenta que el seu propi senyal 
sigui nul. 
L’avantatge d’aquest esquema antiwindup recau en què pot ser aplicat per qualsevol tipus 
d’actuador, no només a un actuador de saturació sinó a qualsevol actuador de 
característiques arbitràries. 
 
  
 
 
 
 
Pàg. 80  Memòria 
 
2) Pantalla: 
 
Figura Selecció Paràmetres  
 En aquesta primera figura s’han representat les funcions de transferència dels dos 
subsistemes que estudiarem en aquesta fitxa: un controlador PI (C(s)) i la planta del sistema 
que es vol controlar (P(s)). A més, són 3 els casos que es poden estudiar: el primer, el cas 
lineal (controlador + planta del sistema), el segon, interposant entre els dos subsistemes un 
bloc de saturació, i per últim, el sistema global amb la incorporació del llaç antiwindup.  
 
 
 
Fig. 8.12 Figures que apareixen per pantalla al obrir l’aplicació 
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         Fig.8.13 Esquema de blocs del cas lineal 
 
 
       Fig. 8.14 Esquema de blocs del cas lineal + saturació 
 
 
Fig. 8.15 Esquema de blocs del cas lineal + saturació + llaç antiwindup 
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A més, també apareixen dos sliders que fan referència a l’entrada del sistema (entrada graó) 
i a la constant del llaç antiwindup K. 
Figura Saturació 
En aquesta figura s’ha dibuixat la funció de l’actuador del bloc de saturació. A més, a 
l’extrem del límit de saturació superior apareix un cercle de color vermell que ens permetrà 
variar els límits de l’actuador de saturació. 
 
• Funció del bloc de saturació: límit inferior - part lineal - límit superior (línia contínua de 
color magenta) 
• Línies de referència dels límits de la saturació (línies horitzontals discontínues de 
color magenta) 
Figura Sortida Sistema 
Representació de la sortida del sistema global (y(t)). 
 
• Sortida del sistema pel cas lineal (línia contínua de color vermell). 
• Sortida del sistema pel cas lineal + bloc de saturació (línia contínua de color verd). 
• Sortida del sistema pel cas lineal + bloc de saturació + llaç antiwindup (línia contínua 
de color blau). 
• Entrada graó al sistema global (línia contínua de color blau cel). 
Figura Sortida Controlador PI 
Representació de la sortida del controlador PI. 
 
• Sortida del controlador PI pel cas lineal, u(t) (línia contínua de color vermell). 
• Sortida del controlador PI pel cas lineal + bloc de saturació, x(t) (línia contínua de 
color verd). 
• Sortida del controlador PI pel cas lineal + bloc de saturació + llaç antiwindup, x(t) 
(línia contínua de color blau). 
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Figura Sortida bloc de saturació 
Representació de la sortida de l’actuador de saturació, u(t). 
 
• Sortida del bloc de saturació pel cas lineal (línia contínua de color vermell). 
• Sortida del bloc de saturació pel cas lineal + bloc de saturació (línia contínua de color 
verd). 
• Sortida del bloc de saturació pel cas lineal + bloc de saturació + llaç antiwindup (línia 
contínua de color blau). 
3) Interactivitat: 
L’estudiant pot interaccionar amb el programa escollint quin dels 3 casos d’estudis vol 
visualitzar mitjançant l’opció Manipulate (icona amb forma de dit del submenú que apareix en 
pantalla). A més, podrà modificar els límits del bloc de saturació, el valor de l’entrada del 
sistema global i la constant K del llaç antiwindup. 
En el menú Settings que apareix a la barra superior que apareix per pantalla, s’hi pot trobar: 
 
 Reset: permet tornar a la configuració inicial de les figures que apareixen per 
pantalla. 
 Fitxa: link al document que conté aquesta fitxa. 
Figura Selecció Paràmetres  
Els elements manipulables d’aquesta figura són: 
 
 Botó de selecció del cas lineal (quadrat de color vermell) 
 Botó de selecció del cas lineal + saturació (quadrat de color verd) 
 Botó de selecció del cas lineal + saturació + llaç antiwindup (quadrat de color blau) 
 Slider de l’entrada del sistema (r(t)), r∈[0,10] 
 Slider de la constant del llaç antiwindup (K) , K∈[0,20] 
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Figura Saturació 
Per últim, l’element manipulable d’aquesta figura és: 
 
 Límits del bloc de saturació (cercle de color vermell) 
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8. PRESSUPOST 
 
El pressupost del projecte es basa en dos tipus de despesa: les despeses de material 
i les despeses de personal. 
Les primeres despeses són degudes a la compra del material necessari per tal de 
poder programar les aplicacions interactives, així com el material d’oficina emprat per a la 
correcta supervisió de la documentació elaborada. Les partides d’aquestes despeses són les 
següents: 
• Ordenador personal portàtil 
• Adquisició del programa SysQuake 
• Material d’oficina 
El programa SysQuake es pot adquirir directament mitjançant el seu distribuïdor (Calerga 
Sarl), i aquest diferencia el seu preu de venda segons qui sigui el comprador (escoles i 
universitats per una banda i compradors independents per l’altra) i el número de llicències 
venudes: 
 
  
1llicència (1 ordenador) 5 llicències(5 ordenadors) 
Escoles/universitats 700 € 2.100 € 
Comprador independent 1.750 € 5.250 € 
(Font: www.calerga.com) 
El material d’oficina fa referència a fulls, fotocòpies, impressions, cartutxos de tinta, etc. 
 
Per altra banda, les despeses de personal són el resultat de les hores que han estat 
necessàries per a la realització del projecte.  
Aquest projecte va iniciar-se ara ja fa temps, amb el suport d’una beca a l’estiu de l’any 2005, 
i ha estat fruit d’una manera més o menys intensa, del treball realitzat durant tot aquest 
temps. En aquest període, les tasques que s’han realitzat han estat: 
Pàg. 86  Memòria 
 
i. Anàlisi i aprenentatge de l’entorn del programa 
Per a cada aplicació interactiva que s’ha elaborat: 
ii. Disseny  
iii. Programació (implementació) 
iv. Documentació (elaboració de les fitxes) 
 
S’ha considerat, per a cada una de les tasques, un sou mitjà ([€/hora treballada]) de 10€/h. 
Aquest cost unitari és el que cobra aproximadament un estudiant d’enginyeria industrial de 
l’Escola Tècnica Superior d’Enginyeria Industrial de Barcelona (ETSEIB), en conveni de 
pràctiques a una empresa. 
 
Així, el pressupost total del projecte es resumeix a la següent taula: 
 
Concepte Quantitat Cost unitari Cost 
Material [u] [€/u] [€] 
Ordenador portàtil 1 1000 1000 
Programa SysQuake 1 700 700 
Material d'oficina     100 
TOTAL MATERIAL     1800,00 
Personal [h] [€/h] [€] 
Anàlisi de l'entorn del programa 30 10 300 
Disseny de les aplicacions interactives 150 10 1500 
Implementació de les aplicacions interactives 350 10 3500 
Documentació de les aplicacions interactives 250 10 2500 
Redacció de la memòria del projecte 120 10 1200 
TOTAL PERSONAL    9000,00 
TOTAL PRESSUPOST     10800,00 
 
Altres partides que haguessin pogut ser considerades en aquest pressupost podrien 
ser el cost de l’energia elèctrica que precisa l’ordenador personal o bé l’amortització del 
programari. De totes maneres, cal destacar que un projecte d’aquestes característiques, el 
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cost total es basa principalment en el treball personal dedicat pel dissenyador i programador 
de les aplicacions interactives: 
%despeses de personal = %33,83100·
800.10
000.9
=  
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9. ESTUDI D’IMPACTE AMBIENTAL 
 
 El desenvolupament d’aquest projecte no té implicacions estretament relacionades 
amb l’impacte ambiental. Només caldria destacar l’ús de consumibles ofimàtics, com per 
exemple el paper o la tinta d’impressora i fotocopiadora, a més del consum elèctric habitual 
del treball d’un ordenador personal. 
 
Per altra banda, després de consultar la pàgina web del Ministeri de Medi Ambient 
(http://www.mma.es/), es comprova que un projecte amb les característiques del present no 
s’hauria de sotmetre a cap tipus d’avaluació d’impacte ambiental.  
La normativa aplicable a l’Avaluació d’Impacte Ambiental de projectes està presidida per la 
Directiva 85/337/CEE. 
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Conclusions 
 
En el projecte s’ha complert amb l’objectiu d’elaborar una sèrie d’aplicacions 
interactives que serveixin per donar suport a la docència de la teoria de sistemes lineals de 
control. 
Primerament, s’ha donat una visió general del concepte de la interactivitat i de com, gràcies a 
l’actual escenari científic i tecnològic en el qual ens trobem, pot intervenir en el món educatiu 
per complementar les altres vies de transmissió del coneixement. En aquest sentit, s’ha 
presentat el programa SysQuake com a una possible alternativa en la implementació 
d’aquestes eines. 
D’altra banda, s’han presentat les assignatures impartides a l’ETSEIB que poden beneficiar-
se de l’ús de les eines desenvolupades en el projecte, basades majoritàriament en l’anàlisi 
de la teoria de sistemes lineals de control i que han estat classificades per diferents blocs 
temàtics. 
A continuació, s’han presentat quines característiques generals defineixen les aplicacions 
interactives així com les seves fitxes, els documents que acompanyen a cada una de les 
aplicacions i que han de servir a l’estudiant per facilitar-li el seu ús. 
Seguidament, s’ha fet una petita pinzellada a la llibreria que s’ha creat durant el 
desenvolupament del projecte, en la qual s’han inclòs una sèrie de funcions que s’han anat 
utilitzant rutinàriament en la implementació dels codis font de les aplicacions. 
S’ha presentat també el contingut d’una de les fitxes per cada un dels blocs temàtics en els 
que han quedat classificats els mòduls interactius, amb l’objectiu d’intentar mostrar quin és el 
potencial de les aplicacions acompanyades de les seves respectives fitxes. 
 
 Per últim, no es pot concloure aquest projecte sense mencionar abans que el 
contingut del mateix no és més que una petita aportació en l’elaboració de material docent 
relacionat amb la teoria de sistemes de control, un camp en què la multiplicitat de conceptes i 
tècniques tractats és extraordinari. 
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